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本 书 系统 地 介绍 了 小 波 分 析 的 基本 思想 原理 .方法 和 应 用 情况 。 主 要 内 容 分 为 3 部 分 。 第 1 部 分 : 
小 波 分 析 理 论 , 包 括 第 1 一 5 章 的 内 容 , 主 要 涉及 小 波 理论 基础 、 连 续 小 波 变换 、 离 散 小 波 变换 、 多 分 辩 率 分 
析 与 正 交 小 波 变换 、 小 波 变换 和 多 采样 滤波 器 组 二 维 小 波 变换 ,以 及 小 波 包 的 基本 原理 等 。 该 部 分 力求 
简化 数学 推导 过 程 , 略 去 一 些 复 杂 的 数学 证 明 , 使 工科 学 生 容 易 读 沪 并 能 很 快 应 用 。 第 2 部 分 :基于 
MATLAB 的 小 波 分 析 , 主 要 是 第 6 章 的 内 容 。 重 点 介绍 了 MATLAB 小 波 分 析 工 具 箱 的 使 用 方法 ,包括 图 
形 用 户 接口 \ 小 波 通用 函数 、 一 维 小 波 分 析 的 MATLAB 实现 二 维 小 波 分 析 的 MATLAB 实现 .小 波 包 变 
换 的 MATLAB 实现 等 ,利用 大 量 的 实例 说 明 一 些 函 数 的 使 用 方法 。 第 3 部 分 :小 波 分 析 应 用 技术 ,主要 是 
第 ? 章 的 内 容 , 分 别 详细 地 论述 了 小 滤 分 析 在 信号 /图 像 处 理 、 奇 异性 检测 、 信 号 去 总 及 数据 压缩 、 数 字 水 
印 技术 等 领域 的 应 用 与 求解 方法 。 实 例 丰 富 ,所 述 算法 具有 实际 可 操作 性 ,从 击 使 本 书 具 有 理论 的 系统 性 
和 应 用 的 实践 性 紧密 结合 和 高 度 统 一 的 特点 。 

# P W fr + MATLAB 程序 , 供 读者 参考 , 意 在 鼓励 读者 将 理论 学 习 与 上 机 实验 结合 以 提高 学 习 效率 。 

该 书 内 容 丰 富 , 取 材 精 练 . 重 点 突出 \ 叙 述 清楚 。 内 容 安 排 由 浅 入 深 , 既 有 理论 ,又 有 应 用 背景 。 既 可 供 
电子 信息 类 和 计算 机 应 用 类 专业 研究 生 以 及 高 年 级 本 科 生 作 为 教材 使 用 ,也 呵 供 有 关 工 程 技术 人 员 参 考 。 
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20 世纪 80 年 代 , 法 国 地 质 学 家 J. Morlet £ PF SC Mh, F 2 Z dh E A RUN E EX 
换 和 窗口 博 里 叶 变 换 作 了 深入 的 研究 ,在 此 基础 上 提出 了 “小 波 (Wavelet)” 的 概念 , 随 
后 数学 家 Meyer, Mallat, Daubechies, K. Chui 等 人 的 工作 为 小 波 分 析 学 科 的 诞生 和 发 
展 黄 定 了 基础 。 

小 波 分 析 是 从 傅 里 时 变换 中 发 展 而 来 ,但 是 在 刻画 时 频 局 部 化 上 又 比 博 里 叶 变 换 
有 优势 。 小 波 分 析 具 有 多 分 辩 率 分 析 的 特点 ,在 时 域 和 频 域 都 有 表征 信号 局 部 信息 的 
能 力 , 因 而 能 有 效 地 从 信号 中 提取 有 用 的 信息 ,所 以 被 誉 为 “数学 显微镜 ”。 尽 管 小 波 分 
析 的 历史 很 短 , 但 发 展 十 分 迅速 ,小 波 分 析 的 理论 和 方法 越 来 越 引起 人 们 的 广泛 关注 ， 
并 取得 了 令 人 瞩目 的 进展 ,在 信号 分 析 、 图 像 处 理 、 模 式 识 别 、. 语 音 分 析 、 方 程 求 解 、 分 形 
力学 等 领域 都 已 取得 了 具有 科学 意义 和 应 用 价值 的 重要 成 果 。 

本 书 是 作者 根据 近年 来 为 通信 、 自 动 化 .电子 和 计算 机 等 专业 的 学 生 讲 授 小 波 分 析 
课程 的 讲义 整理 而 成 的 。 主 要 特点 :(1) 理 论 方法 易 懂 。 小 波 分 析 具 有 很 强 的 数学 背 
景 , 众 多 数学 推导 往往 令 人 望而却步 ,本 书 避 开 了 枯燥 的 数学 推导 ,注重 物理 概念 的 清 
有 晰 ,着 重 从 信号 处 理 移 观点 阐述 小 波 分 析 的 理论 , 尽 可 能 用 形象 的 语言 和 直观 的 背景 来 
描述 一 些 抽 象 的 问题 。 书 中 结合 了 大 量 的 图 表 和 例子 介绍 小 波 技术 的 概念 ,原理 和 方 
法 ,在 保持 小 波 理 论 数 学 严谨 性 的 同时 ,着 力 从 工程 技术 角度 阐述 小 波 技术 及 其 应 用 ， 
以 帮助 读者 尽快 掌握 小 波 分 析 的 相关 知识 和 技能 ,并 能 使 用 其 解决 实际 问题 ;(2) 涵 盖 
1 MATLAB 小 波 分 析 。 介 绍 了 MATLAB 小 波 工具 箱 和 小 波 变 换 的 MATLAB 实现 ， 
帮助 读者 能 够 快速 地 建立 小 波 分 析 的 知识 框架 ;(3) 注 重 理论 与 实践 相 结 合 。 作 为 应 
用 ,本 书 较 详细 地 讨论 了 小 波 分 析 在 信号 去 嗓 .奇异 性 检测 .数据 压缩 .数字 水 印 技术 等 
领域 的 典型 应 用 ,突出 了 小 波 分 析 的 基础 性 和 实用 性 。 

全 书 共 7 章 。 具 体 安排 如 下 : 

第 1 章 一 预备 知识 。 介 绍 与 小 波 分 析 理 论 相 关 的 数学 基础 知识 ,主要 内 容 包 括 函 

数 空 间 . 基底 和 框架 的 基本 概念 和 性 质 ; 傅 里 叶 级 数 、 连 续 与 离散 傅 里 叶 
变换 以 及 窗口 博 里 时 变换 的 理论 与 算法 等 。 
第 2 章 一 连续 小 波 变 换 。 介 绍 小 波 变 揽 的 基本 概念 和 连续 小 波 变换 的 原理 ;常见 
的 小 波 基 函 数 以 及 小 波 基 函 数 的 选择 等 。 

第 3 章 一 离散 小 波 变 换 。 介 绍 了 离散 小 波 和 二 进 小 波 变 换 的 理论 和 性 质 。 

第 4 章 一 多 分 办 率 分 析 与 正 交 小 波 的 构造 。 分 别 从 理想 滤波 器 组 和 函数 空间 的 剖 
分 引入 多 分 辩 率 分 析 的 概念 ,介绍 了 多 分 办 率 分 析 的 基本 理论 和 基本 算 
法 ;在 此 基础 上 讨论 了 小 波 函 数 的 构造 以 及 Mallat 快速 算法 ;最 后 讨论 了 
二 维 多 分 办 率 分 析 方 法 。 多 分 装 率 分 析 是 小 波 分 析 的 主要 内 容 ,因而 本 
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章 也 是 全 书 的 重点 。 
第 5 章 一 小 波 包 和 多 小 波 。 小 波 包 是 正 交 小 波 基 的 一 种 推广 ,是 提高 频 域 分 辨 率 
的 一 种 有 效 的 方法 ;多 小 波 是 小 波 理论 的 新 发 展 , 有 良好 的 对 称 性 、 短 支 
JE. GE He S BE AES EA. 
第 6 章 一 基于 MATLAB 的 小 波 分 析 。 介 绍 了 小 波 分 析 的 MATLAB 通用 函数 ;小 
波 、 小 波 包 的 MATLAB 实现 以 及 MATLAB 小 波 图 形 用 户 接口 功能 。 
第 7 章 一 小 波 分 析 应 用 技术 。 介 绍 小 波 分 析 理 论 在 信号 去 噪 、 压 缩 .奇异 性 检测 和 
数字 水 印 领 域 的 应 用 情况 。 
本 书 在 编写 过 程 中 ,参考 了 国内 外 许多 专家 的 论文 .专著 ,引用 了 其 中 的 一 些 研究 
威 果 和 数据 ,在 此 一 并 表示 感谢 。 北 京 邮 电大 学 出 版 社 为 教材 的 出 版 做 了 大 量 的 工作 ， 
LEJESETmMISECELLNEPSEPLIELIELECUSREGEESCRMSRE 
世 豪 等 同学 参与 了 书 中 部 分 程序 的 调试 ,插图 的 绘制 以 及 录入 和 校对 等 工作 ,在 此 表示 
衷心 的 感谢 。 
由 于 作者 水 平 有 限 , 书 中 不 妥 之 处 在 所 难免 ,是 请 大 家 批评 指正 。 
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小 波 分 析 是 在 现代 调和 分 析 的 基础 上 发 展 起 来 的 ,其 基础 知识 涉及 泛 函 分 析 , 数 值 分 
析 、 统 计 分 析 、 侍 里 叶 分 析 、 信 号 与 系统 ,数字 信号 处 理 等 诸多 方面 ,其 同时 具有 理论 深刻 和 
工程 应 用 十 分 广泛 的 双重 意义 。 在 本 书 的 开始 部 分 ,将 首先 介绍 小 波 分 析 的 数学 基础 和 很 
里 叶 分 析 的 概念 和 性 质 等 。 


1.1 AA "x F 


ERNIE 20 世纪 初 发 展 起 来 的 一 个 重要 的 数学 分 支 , 它 是 以 集合 论 为 基础 的 现代 分 
析 的 一 个 基本 组 成 部 分 。 在 泛 函 分 析 中 ,一 个 很 重要 的 概念 是 函数 空间 。 所 户 函 数 空 间 , 即 
由 函数 构成 的 集合 。 在 此 ,我 们 首先 介绍 集合 中 最 简单 .最 常用 的 函数 空间 的 定义 及 其 主要 
性 质 ,然后 介绍 空间 的 基 和 算 子 的 概念 。 


1.1.1 线性 空间 


定义 1.1.1 距离 空间 

设立 是 任 一 集合 ,如 果 X 中 任意 两 个 元 素 z 与 y 都 对 应 一 个 实数 plz,y) ,而 且 满 足 : 

(D 3EfA TE: olr 53225024 ELDU x— y Brio 32 —0; 

© IIR: polr, 30 —oCy x2; 

Q 三 角 不 等 式 :对 于 任意 的 z,y,zEX, 有 plr 3) SpoCGr z) t px y) . 
则 称 Gc, 229 x 53 y 之 间 的 距离 ,而 称 X DS VA o Cr y SB LER B AR). AP FRU EE S 
间 有 如 下 几 种 : 

CD n 维 欧 氏 空间 

Jk R" 表示 n HEIL EE x — (zi ,zs，…,z,) 的 全 体 所 组 成 的 集合 , 称 为 n 维 欧 氏 空间 ,其 中 
z,(G—1,2,- ,7n) 都 是 实数 。 

对 于 任意 的 x= Gn xt z.) y= (ryz |" y.) € R° ,定义 


px) = LÐ C — y): J (1.1.1) 
i=l 


为 R" SEWER, AE ER pay) RE J&— AFE BEZS H8] , 
(2) 连续 函数 空间 C[a,5] | 


今 
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CLasb] 一 {X(t);:z(t) 是 [a,6] 上 的 连续 函数 ) 《1.1.2) 
则 称 CLa,5] 为 [a,5j 上 的 连续 函数 空间 ,在 CLa,51 上 定义 
pr) —max|z(G)—y()|. tr€[a.b]:x (D ya) € C[a,b] (1.1.3) 


可 以 证 明 pCzx,y) 满 足 距 离 的 3 个 条 件 , 故 CLa,5] 按 照 距 离 p(z,y) 是 一 个 距离 空间 。 
(3) 平方 可 积 函 数 空间 L^ (R> 


令 


L'(R)-— (zaf lz ède <) (1.1.4) 
则 称 L^ (R) 为 平方 可 积 空间 ,在 L° ORO Ej X 


i 
2 


psy (| eco »co rar) z,y € L'(R) (1.1.5) 


Ju 工 ?( 及 ) 空 间 按照 式 (1.1.5) 为 一 距离 空间 。 
(4) 平方 可 和 离散 序列 空间 L2 (Z) 


4 


LG) = [zx = Gizmondo) (1.1.6) 
i=1 


则 称 L° (ZZ) 为 平方 可 和 离散 序列 空间 。 
2i I= im sT" Z, "°° ) e€ Ë , y i»: Mast, y, | "°" ) e ,定义 


o(Czyy) 一 (Mz yl) (1.1.7) 

则 L? (2Z) 为 一 距离 空间 。 

定义 1.1.2 线性 空间 

设 X 为 一 非 空 集合 , 若 在 X 中 规定 了 线性 运算 一 一 元 素 的 加 法 和 元 素 的 数 乘 运 算 ,并 
满足 相应 的 加 法 或 数 乘 的 结合 律 及 分 配 律 , 则 称 X 为 一 线性 空间 或 向 量 空间 。 对 于 线性 空 
间 的 任 一 向 量 我 们 用 范 数 来 定义 其 长 度 。 

定义 1.1.3 线性 赋 范 空间 

Ú X 为 一 线性 空间 , 若 对 于 任意 z € X 有 一 个 确定 的 非 负 实数 || z || 与 它 对 应 ,并 
满足 : 

中 VzEX, || z| 20,4 BAR z==0 f}, | z | 三 0; 

© Vz€X KRAER, larl [al * H <l; 

© Vr»€X,lxtylslzl-cl»l. 
则 称 上 zx 上 为 z 的 范 数 ,X 为 线性 赋 范 空间 。 向 量 的 范 数 是 向 量 的 大 小 或 长 度 的 一 种 度量 
距离 和 长 度 的 基本 区 别 在 于 ;距离 是 措 两 个 对 象 之 间 的 距离 ,而 长 度 则 是 针对 一 个 对 象 而 言 
的 。 通 过 范 数 可 诱导 距离 : 令 oCz,y)= || y 一 x, 即将 两 个 向 量 的 距离 赋值 为 这 两 个 向 量 
的 差 的 长 度 ( 范 数 )。 因 此 线性 赋 范 空间 一 定 是 距离 空间 ,但 距离 空间 不 一 定 是 赋 范 空间 。 


1.1.2 E &ýk Banach) 2x [8] 


定义 1.1.4 若 X 是 一 个 线性 赋 范 空间 ,X 中 任何 柯 西 CCauchy) 序 列 {z,) 都 有 极限 ， 
县 极限 都 在 X 内 , 则 称 X 为 巴 拿 赫 空间 。 
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上 述 柯 西 序列 是 指 :一 个 序列 (x) 224 nmol, || z, —=, | >0, X 中 任何 柯 西 序 
列 都 收敛 到 X 内 的 元 素 , 这 一 性 质 称 之 为 X 的 完备 性 , 即 一 个 完备 的 线性 赋 范 空间 是 巴 拿 
ue 1-31] 对 于 每 个 P,1 志 P<oo0, 令 L? (R) 是 R 上 满足 下 述 条 件 的 可 测 函 数 f 的 类 ， 

INFE [dz < co 
赋予 范 数 : 
| Zl, = INEST lac (1.1.8) 

可 以 证 明 ,L* (R) 对 于 上 述 定义 的 范 数 是 巴 拿 赫 空间 。 

1.1.3 和 希 尔 伯 特 空间 (Hilbert》 


定义 1.1.5 设 X 为 实 或 复数 域 上 的 线性 空间 , 若 对 于 X 中 的 任何 一 对 元 素 f,g, 都 
有 确定 的 复数 与 之 对 应 , 记 为 (f,g), 且 满足 

D IRRE: (Po — Gs f; 

© 线性 ; af tpe h =al fh) +p h) a BEC; 

@ dEftitE: (f, HZ0, Ff fy=0 当 且 仅 当 50. 
其 中 a 表示 a 的 复 共 轿 。 则 称 X 为 内 积 空 间 ,(f,g) 为 f 与 g 的 内 积 。 如 果 XX 是 R 上 的 线 
性 空间 , 则 上 述 第 (1) 条 件 变 为 (f,g) 一 (g,，f)。 若 内 积 空间 X 还 是 完备 的 , 则 称 X 为 希 尔 
伯 特 空间 。 总 结 如 下 : 

内 积 空间 : 引 人 了 内 积 的 线性 空间 称 为 内 积 空间 。 在 内 积 空 间 中 ,对 于 每 个 f€ X, E 
义 范 数 


lfl] vf P (1.1. 9) 
则 XX 就 成 为 一 个 线性 赋 范 空间 ,这 个 线性 赋 范 空间 也 称 为 由 内 积 导 入 的 线性 赋 范 空间 。 
希 尔 伯 特 空间 :一 个 完备 的 内 积 空间 称 为 希 尔 伯 特 空间 。 
内 积 空间 有 下 述 性 质 , 设 X 是 内 积 空间 , 则 有 : 
(1) schwarz 不 等 式 


z.y€ X, Bl] Gol d xd Hl (1. 1. 10) 
(2) 平行 四 边 形 等 式 
r,y€ X, 
| =+y|] + W z—y i= z+ j yl) (1.1.11) 
(3) 勾 股 定理 
lz+yl2= zl + l yl: (1.1.12) 


[ 例 1-2] 线性 空间 L' (R) 中 ,定义 内 积 为 :对 任何 fg L' (R), E X. 
(f,g) = | fGbg Gods 


易 知 ,这 样 定义 的 内 积 满足 内 积 的 3 个 条 件 ,因此 本 例 中 的 L*(R) 对 引入 的 内 积 构 成 一 个 
希 尔 伯 特 空间 。 


[813] 平方 可 和 序列 空间 L:(Z) 中 ,内 积 定义 为 [4,5] 二 91 a, 万 也 是 希 尔 伯 
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1.1.4 绝对 可 积 和 绝对 可 和 空间 
定义 1.1.6 若 定 义 
Ifl = [ lflaz (1.1.13) 
WERE fl.-eem f 为 元 素 的 线性 空间 为 绝对 可 积 空间 , 记 为 Li (zx)。 同 样 , 当 定 义 
域 为 实数 域 时 , 记 为 L (R). 
类 似 地 ,可 定义 绝对 可 和 空间 L! (Z) 。 


以 下 的 例子 说 明 一 个 平方 可 积 函 数 不 一 定 是 绝对 可 积 的 。 例 如 
1 


(z=)= (1.1.14) 
fe /14T X: 
由 于 
F fco d= S —l dr=x (1. 1. 15) 
一 = — 1 + x ` 
所 以 F€L'(R),fB 
r l dz = co (1.1.16) 
一 co 1 + x° 
fZL'(R) 。 
1.2 基底 和 框架 


一 个 代数 系统 或 函数 空间 中 的 元 素 往往 是 无 穷 多 的 ,在 研究 它们 的 关系 或 表达 式 时 涉 
及 基底 及 函数 展开 的 问题 ,因此 需要 引入 基底 和 框架 的 概念 。 


1.2.1 基 、 正 交 基 和 双 正 交 基 


定义 1.2.1 由 隔 数 序列 张 成 的 空间 
Yt e, (1) 为 一 函数 序列 ,X 表示 ei (1) 所 有 可 能 的 线性 组 合 构成 的 集合 , 即 


X= (aie Gita, € R,k € Z) (1.2.1) 
k 
称 X 为 序列 ei (2) 张 成 的 线性 空间 , 记 作 
X —span(e,0)) (1.2. 2) 
也 即 对 任意 g(t) EX, H 
g(t)= Nae, G) (1. 2. 3) 
k 


定义 1.2.2 基底 

# e, (2) 是 线性 无 关 的 ,使 得 对 任意 gEX, 式 (1. 2.3) 中 的 系数 a; 取 唯 一 的 值 ,我 们 称 
(e, (t) }iez 为 空间 XX 的 一 个 基底 。 基 底 是 一 个 向 量 的 集合 ,空间 中 的 任何 向 量 可 以 表示 为 
AU B AYER A OF BUR REPE — 9). 

定义 1.2.3 正 交 
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zy 为 内 积 空间 X HATE Er y) 一 0, 则 称 z,y 为 正 交 的 ,用 zy 表示 。 例 
如 ,在 高 等 数学 中 的 积分 公式 : L cos nrsin nrdr-0,m,nC€ Z,5&3C b. cos nz 和 sin nx 都 


2x — 
是 函数 空间 L? C0,2x) 中 的 元 素 , 该 空间 中 的 内 积 定义 为 (f(z) ,g(x)》= |. fz) Er) dz, 


因此 可 以 说 cos nx 和 sin nz 正 交 。 
定义 1.2.4 标准 正 交 基 
若 内 积 空间 X 中 元 素 列 (e, ) 满足 
0, mzÉn 〈( 体 现 正 交 性 ) 
(ee) mb mm [" m=n (体现 单位 性 质 ) (1. 2. 4) 
则 称 (e) A X BREEZE. HH, SH Dirac 函数 , 即 
_ fl, 2 一 0 
ine [,' 其 他 
定义 1.2.5 完全 的 标准 正 交 基 - 
É X 为 内 积 空间 , Ce.) 29 X 中 的 一 个 标准 正 交 基 , 若 zEX,z es(Cz 一 1,2,…), 则 必 有 
Zz 一 0。 换 名 话说 ,X 中 不 再 存在 非 零 元 素 , 使 它 与 所 有 的 e, 正 交 , 则 称 {e,} 为 X 中 的 完全 
标准 正 交 基 ， 
EE d {e.}(n 二 1,2,…) 为 Hilbert 空间 X 中 的 标准 正 交 基 , B £ M = 
span (e, sn 二 1,2,…), 则 下 列 4 个 条 件 是 等 价 的 ， 


@ {e. } 为 X 的 完全 标准 正 交 基 ; (1. 2. 5) 

Q M=X; (1. 2. 6) 

© X Yre X,lzl? = > |(zyer) (Parseval 等 式 ); (1.2.7) 
n=1 

© W Vz € X,z = > [ze]e,。 (1.2.8) 


称 式 (1. 2. 8028 z 关于 完全 标准 正 交 基 的 傅 里 叶 展 开 , (zr,e,) 称 为 健 里 叶 展 开 系 数 。 其 几何 
意义 是 :z 等 于 它 的 各 分 量 (x,e,)e, 之 向 量 和 。 

通过 上 述 定理 ,把 数学 分 析 中 的 仁 里 叶 展 开 式 推广 到 了 抽象 的 Hilbert 空间 中 ,并 揭示 
了 完全 标准 正 交 基 ,Parseval 等 式 (能 量 守恒 定律 ) 及 傅 里 叶 展 开 式 之 间 的 本 质 联系 。 因 此 ， 
只 要 找到 这 种 正 交 基 , 则 空间 中 的 任意 元 素 均 可 表示 为 一 个 传 里 时 级 数 的 形式 : 


g= Jae, (t) (1. 2. 9) 
其 中 
a,=(g(t),ëe, (t)? (1.2.10) 
称 为 傅 里 叶 级 数 。 例如 , 复 空间 中 的 任何 函数 可 由 函数 系 | e | 的 线性 组 合 表示 出 
kez 


XOHIOP Sin e n opa ro B =e"). 满足 条 件 (1. 2.4), 因 此 | 
EZ kez 


L (0,27) 的 标准 正 交 基 。 传 里 叶 级 数 是 用 来 分 析 周 期 为 二 2x 的 函数 的 。 当 周期 Too 
时 ,可 得 到 任意 非 周期 函数 的 傅 里 叶 展 开 , 只 是 这 时 级 数 被 积分 取代 了 ,这 就 引出 了 我 们 熟 
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悉 的 傅 里 时 变换 。 对 于 V fc L' OR) ,其 健 里 叶 变 换 为 
1 jur 
ANA dx (1.2.11) 
标准 正 交 基 是 一 种 理想 的 .具有 良好 性 质 的 基底 。 但 实际 应 用 中 往往 很 难 获得 这 种 基 
Ji ,一 种 解决 的 途径 是 将 原来 的 标准 正 交 的 限制 条 件 放松 ,进而 得 到 双 正 交 基 。 
3EX,.1.2.6 双 正 交 基 
对 于 不 满足 标准 正 交 条 件 的 基底 e, ( 切 来 说 ,如 果 存 在 另 一 组 对 偶 基 底 ¿, CO ,使 得 ; 
(e, (t), En Ct)) = CM n) (1. 2. 12) 
则 也 可 得 到 形 如 式 (1. 2.9) 的 函数 分 析 和 综合 公式 : 
g(t)= DEO Ah GOD) (1.2.13) 


此 时 ,标准 正 交 基 存 在 于 原 基底 e (O 和 对 偶 基 底 Ei《t) 之 间 , 展 开 式 也 相应 的 由 原 基 
底 和 对 偶 基 底 构 成 ,这 种 基 称 为 双 正 交 基 ,ee (1) 和 ex (2) 互 为 对 偶 基 底 。 

由 正 交 基 和 双 正 交 基 的 概念 知道 , 若 函 数 序列 e, (O AES [aj X 的 一 组 正 交 基 , 则 对 于 任 
意 函数 g(1)€ XXX, 可 按 式 (1.2.9) 将 其 展开 ; 若 函 数 序列 we (1) 是 空间 X 的 一 组 双 正 交 基 , 则 
对 于 任意 函数 EGO EXTERA. 2.13) 将 其 展开 .在 这 两 种 展开 形式 下 ,其 展开 系数 是 唯 
一 的 。 因 为 无 论 正 交 基 还 是 双 正 交 基 ,它们 的 基 元 素 之 间 都 是 不 相关 的 .但 是 , 正 交 基 往 往 对 
误差 较 敏感 ,而 且 正 交 基 的 获得 也 比较 困难 .在 工程 应 用 中 ,往往 放宽 了 正 交 性 的 要 求 ,使 得 
基底 函数 之 间 有 部 分 的 相关 性 和 宛 余 度 ,这 就 是 框架 。 


1.2.2 框架 和 紧 框 架 


定义 1.2.7 框架 
it H À-— Hilbert 空间 , {yj )jez 为 互 中 的 一 个 函数 序列 , 若 对 于 任意 AGE 五, 存在 
0 <A < B < oo, fif FE A 98:63 : 
A || f l|: < 2 Eg] < B || f l! (1.2. 14) 


则 称 (9; ez 为 一 个 框架 ; # A. B 分 别 为 框架 的 上 、 下 界 。 框 架 常数 B < ce 保证 了 变换 
f (G9) 是 连续 的 ,常数 0 一 A 保证 了 变换 式 是 可 道 的 ,并 且 有 连续 的 逆 变 换 , 这 样 用 
框架 (yy T ez 就 能 完全 刻画 函数 f € 互 。 框 架 提 供 了 一 种 宛 余 表示 ,在 框架 中 称 比 值 B/A 为 
元 余 比 或 元 余 因 子 。 

定义 1.2.8 ZEW 

E A = B, 则 称 此 框架 为 一 紧 框 架 , 此 时 式 (1.2. 14) 变 为 


F(w)= 


MIO = Al fl (1.2.15) 
j€z 
由 式 (1. 2. 15) 可 推 得 
f= A' MK pp (1.2.16) 


需要 特别 指出 ,满足 式 (1. 2. 16) 的 紧 框 架 {y; ber 一 般 并 非 正 交 的 。 
CA 1-4] BRZA H 9 C^ , 即 二 维 向量 的 空间 , 取 


e; = (0,1),e = — - 1).« _ (48 -1) 
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如 图 1.1 所 示 。 对 任意 矢量 下 = (vun) € C ,有 


图 1.1 紧 框 架 


2 


1 
— Ú 773 


2 2 


5 | Vse) |? = |o |? + -Byty p 3 
je 2 2 
t 3 2 23. 3 2 
= [la +l|əs |= lv (1.2, 17) 


由 此 可 知 , {ei ,ez ,es RT C? 2x BIB — I RER, E A — B — 3/2, 但 它 显然 不 是 一 个 
正 交 基 , 因 为 ei 十 es 十 es 一 0, 显 然 三 者 是 相关 的 。 框 架 界 3/2 给 出 了 这 个 离散 框架 的 宛 余 度 
《用 三 个 矢量 描述 二 维 空间 ) 。 
1.2.3 信号 的 重 构 
#A=B=1,] l] = 16 EZ) Mkt $, 为 一 正 交 基 ,并 是 
f= >1 fg (1.2.18) 
jEZ 
式 (1. 2. 18) 给 出 了 紧 框架 情况 下 由 (f,y) 重建 原 函 数 的 公式 ,下 面 推导 当 A > B Bf, H 
Cf 45) 重建 原 函 数 的 公式 .首先 定义 算 子 下 为 :Ff = 9 (6.9) 4 Ee MENAK 
J€ Z 
示 成 f 


f=Fig=F 2g)= 210.0 F 19 (1.2.19) 
JEZ JEZ 
4 Fg, = g WRA. 2.19) 可 写 为 
f= NC (1. 2. 20) 
JEZ 


以 上 说 明 重 建 原 函 数 的 关键 在 于 寻找 p 的 对 偶 序 列 d 。 对 偶 的 严 并 数学 推导 较为 复 
杂 , 这 里 不 作 讨 论 , 只 把 一 些 主要 结果 列举 如 下 : 
Q) ó; 也 构成 一 个 框架 ,其 上 、 下 界 恰 与 y, 的 上 、 下 界 呈 倒数 关系 , 即 


B JFS EI gpl < A] 1 (1.2. 21) 
(2) 3$ A 5 B 比较 接近 时 ,作为 一 阶 近似 ,可 取 
J; = Iip (1. 2. 22) 


因此 
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2 
fO) 3 0g 22 09? -p (t) (QR 23) 
若 计 人 误差 
_ 2 m 
f0)= ATB oh (OE R, (1. 2. 24) 
ER R, BUS p GMECESEERUMR. | 
B—A. ro _B_ 
所 以 
= . = 
IR ASIRI £l (1. 2. 26) 


由 式 (1.2.21) 可 知 ,对 五 中 的 函数 f G) ,用 一 个 框架 所 能 刻画 的 信息 能 量 虽 然 不 像 用 
一 个 标准 正 交 基 所 能 刻画 的 那样 ,正好 等 于 上 f(t) | ,但 是 当 A=B 且 接近 1 时 ,它们 是 近 
似 相 等 的 。 所 以 ,框架 可 提供 对 H 的 另 一 种 表达 方式 。 事实 上 , 当 A= B 时 , 即 在 紧 框 架 
下 ,对 于 任何 f(t)EHH, 有 式 (1.2.15) 成 立 。 且 由 此 可 推出 

fü) = A` 2i pp (1. 2. 27) 

x. 2. 27) HR , 一 般 而 言 , 紧 框架 也 不 是 标准 正 交 基 ， 但 是 它 可 提供 函数 的 一 个 元 余 
表示 。 

dk (9; & H 的 一 个 紧 框 架 , 且 A=1,MJ (2 MARHE KEZ, Br | ó | =1,HDj 
(4; SLE H 的 一 个 标准 正 交 基 。 事 实 上 , 任 取 yg, € (9; ) ,由 式 (1. 2.15) 得 到 


le, |: = 911Gs 921? — le, EH 57106. 41: (1.2. 28) 
由 此 得 到 l T 
G6]? = 0 (1. 2. 29) 
所 以 
(Qa a= 0, msn (1. 2. 30) 


对 于 任何 SOEH ERSO) p) —0 XE BUB BJ n BUE B5X (1.2. 27» 8] 8 f£ (0 0, 
这 说 明 框 架 概念 其 实 是 基 的 更 一 般 的 形式 。 
[ËJ 1-5] 在 例 1-4 中 二 维 向 量 的 空间 取 


= 一 3 1 — (V3 1 
a= 0. Dec (E. 1). = (5, -1) 
是 一 个 框架 且 是 紧 框架 。 SEA A= B=3/2, AY HZ BERI (Os e.i—1,2,3) RJ 


矢量 Y, 我 们 需要 对 偶 框 架 { el, ez, e } 使 得 
y 一 Mele, (1.2.31) 


成 立 。 由 于 每 个 矢量 e 有 两 个 分 量 ,共有 6 个 未 知 数 ， 而 矢量 方程 式 (1. 2. 31) 有 两 个 分 量 
方程 式 , 每 一 个 方程 式 的 两 边 必 须 对 任意 (V1,V;) 成 立 。 这 样 共 有 4 个 方程 式 , 因 而 有 无 限 
多 个 解 。 比 如 , 选 定 

e,=(1,0) (1. 2. 32) 
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则 
v,=v,+ Í 3 v, Ly, ) ea (73v, +v, e; 
2 2 2 2 
; : ; 1 (1. 2. 33) 
v- (72v - 1v.) za + voe ivi) 8 
令 等 式 两 边关 于 Vi 和 V, 的 系数 相等 ,得 : 
_ [v3—1 | _ -| | 
=B 1al a= E (1. 2.34) 
2 k ° V3 


这 样式 (1. 2. 32) 和 式 (1. 2. 34) 就 给 出 了 框架 (e1 ,ez ,e; } 的 一 个 可 能 的 对 偶 框 架 。 从 比例 可 
以 看 出 ,一 般 地 说 框架 不 是 线性 无 关 的 ,而 它 的 对 偶 也 不 是 唯一 的 。 


1.2.4 Riesz 基 
定义 1.2,9 如 果 函 数 序列 {‰ CO } 对 于 任何 数列 {c, ) € P 848 
Alal? «| Xles.colll < B Ic, 1: (1. 2. 35) 
REM pa C) } 为 一 个 Riesz 基 。 式 中 0<A<B,A、B 分 别称 为 Riesz 下 界 和 上 界 。 可 
以 证 明 Riesz 条 件 式 (1. 2. 35) 是 较 框架 条 件 更 严格 的 条 件 , 即 满足 Riesz 条 件 的 函数 族 


{pr《z) } 一 定 满足 框架 条 件 式 (1. 2. 14) ,但 反 过 来 说 则 不 成 立 。 
当 {y Cc) } 为 Riesz 基 时 ,可 定义 如 下 矩阵 算 子 ， 


Mz (yn, ) iv ez (1. 2. 36) 
式 中 的 矩阵 元 素 
Yan T Gs id? (1.2. 37) 
Riesz 4& fF [RE T 4B EE M EEE, HT ABS. TEA 
M S= (ma uwez (1. 2. 38) 
式 中 元 素 ma M 的 元 素 y。。 之 间 有 以 下 关系 
Diam = 35s (1. 2.39) 
这 样 一 来 ,利用 下 式 构造 的 函数 族 
pi (z)= DDA (z) (1. 2. 40) 
将 满足 对 侦 条 件 | 
[py ] 78; (1. 2.41) 


可 见 ,Riesz 基 {y) 的 对 偶 函 数 {y;) 是 唯一 确定 的 。 
1.2.5 RBS JE EN 


下 面 介 绍 小 波 变 换 和 时 频 分 析 中 经 常用 到 的 一 些 函 数 的 性 质 。 

1I。 琐 数 的 紧 支 撑 性 (compact support) 

函数 f(t) 的 支 集 或 支撑 区 记 为 Supp f, Je TE St KF SE ,而 开 集 五 被 定义 为 上 E 巨 时 有 
(2) 二 0, 换 名 话说 ,函数 jb 在 一 个 最 小 的 闭 子 集 或 区 间 [a, 的 有 值 , 而 在 [La ,的 区 间 外 函数 
fG)—0, $e] Ui PROC f (1) 是 紧 支 集 就 是 指 f(z) 的 支撑 区 Supp f 是 紧 支 集 , BU 
Supp fCLa,6j,La,5j 为 有 界 闭 区 间 。 一 个 序列 是 紧 支 撑 的 ,就 是 说 有 有 限 多 个 元 素 在 域 
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中 不 为 零 , 称 此 为 有 限 支 撑 的 ;对 于 域 R" ,说 2 是 紧 支 撑 的 ,是 指 支 集 是 有 界 的 , 即 存在 某 一 
R«oo ,使 得 s,t€ Supp us 而 有 |z—s| <R. 其 中 最 小 的 R TRAE PR C u 的 支 集 宽度 或 直径 ,用 
d(Supp u RIR. 

2. 函数 的 平滑 性 

如 果 函 数 f() 的 任意 n(nEN) 次 导数 都 是 连续 的 , 则 称 该 函数 f(z) 是 平滑 的 。 若 函数 
pon TER gig B 0<<n<<e, 则 称 该 函数 f(z) 的 平滑 度 为 a, 通常 用 C 来 表示 这 类 函数 。 
为 了 定量 描述 函数 f C EC 的 光滑 程度 ( Va>>0) 可 利用 下 面 的 关系 式 来 测量 

fo € Ce| [Foo G+ [o dy <+ oo (1.2. 42) 


其 中 ,Fo) 为 f G) B 48 np, 

3. 函数 的 速 降 性 

函数 f(t) 有 无 限 速 降 性 是 指 YVnE€ENN YEXE — + # RAA K, > 0, [818 V: C R 都 有 
| P f CO | CK, ,也 常 称 作 无 限 超 代数 衰减 性 。 若 30 使 得 | FOOD | Ke?! !! 成 立 , 则 称 函 
数 f( 四 是 无 限 指 数 衰 减 的 。 

4. PRE 

车 函数 f(z) 具 有 如 下 特性 

[fd = o= 0 K-1 (1.2.43) 


则 称 该 函数 SORA K Brin AOB.IZNERYRPIEGRE ÁO BJ EW E regularity) oy K. fOO BUM 
失 抢 条 件 意味 着 fD BJ 48 H H 236 8 33] K 阶 导数 在 原点 为 零 , 即 


d* 
ag Co) NELIU (1. 2. 44) 


这 个 性 质 就 是 傅 里 叶 变 换 Fo) 局 部 性 能 的 度量 。 
1.3 傅 里 时 级 数 和 连续 傅 里 叶 变 换 


傅 里 叶 分 析 是 数字 信和 号 处 理 的 基础 ,也 是 现代 信号 处 理 的 出 发 点 。 从 信和 号 的 傅 里 叶 变 
换 , 能 看 出 信号 各 种 不 同 频率 成 分 的 强 弱 以 及 信和 号 在 频率 域 的 分 布 。 傅 里 时 变换 主要 分 为 
连续 傅 里 叶 变 换 和 离散 传 里 叶 变 换 。 本 节 及 以 下 几 节 将 简要 介绍 传 里 叶 级 数 、 离 散 传 里 叶 
变换 以 及 窗口 传 里 叶 变 换 等 概念 和 基本 原理 。 


1.3.1 傅 里 叶 级 数 


E f( 思 是 周期 为 T。 HARRA, H. Fo 在 一 个 周期 内 满足 以 下 狄 里 蔡 利 条 件 ， 
中 具有 有 限 个 间断 点 ， 
@ 具有 有 限 个 极 值 点 ， 


@ ax | FCD | de < eo, 
则 在 连续 点 处 有 ， 
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fo- Meses 


C, = xL fI) ei dr 
C, 称 为 函数 f G) 的 傅 里 叶 级 数 。 其 三 角形 式 为 
fo = P + 3 La cosCnwot) + b, sinCnwot) | 
其 中 


2 [Toto 
a, = z| fIiDcosCi dt 
od to 


2 Totto 
b, = | f(DsinCm dt 
np 
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(1.3. DD 


(1.3.2) 


(1.3. 3) 


仿 里 叶 级 数 把 函数 分 解 成 一 组 归 一 化 正 交 系 函数 (正弦 波 ) 上 的 县 加 ,刻画 了 在 频 域 的 


每 个 离散 点 上 信号 的 成 分 , 即 一 个 均匀 的 离散 谱 。 
1.3.2 连续 傅 里 叶 变换 


传 里 叶 级 数 把 信号 分 解 为 离散 谱 上 函数 的 琶 加 ,但 是 在 对 频率 变化 敏感 的 茶 些 应 用 中 ， 


离散 的 频率 信息 显得 太 粗 糙 , 传 里 叶 变 换 就 是 健 里 叶 级 数 在 连续 情况 下 的 推广 。 


4 f(D 在 (一 ,十 oo) 上 满足 : 
中 jb 在 任 一 有 限 区 间 上 满足 狄 里 款 利 条 件 ， 


© SO ERMEE o0, 十 co) 上 绝对 可 积 | “| feo | ar < o, 
则 有 下 列 等 式 成 立 : 
FG) = | fed 


十 oo 
ro = |T Fedu 
其 中 上 为 时 域 变量 ,zx 为 频 域 变量 .如 果 w= 2xu, 则 有 : 
KIO) = Flw) = [Oroa 
AP j= / —1 ,e 1“ = cos wt—jsin wt 
fa) = $ UG») = | Fdo 
通常 把 式 (1. 3. OMEA. 3.7) 称 为 健 里 叶 变 换 对 。 
函数 Fo 的 傅 里 叶 变 换 一 般 是 一 个 复 量 ,可 以 表示 为 


Flw) =Re wtjim w 
Flw) — | FCo) | e**? 


[Flo | = / Re! o Im?o 


Im. 


Rew 


dw) 一 arctan 


(1.3.4) 


(1.3.5) 


(1. 3. 6) 


(1. 8. 7) 


(1. 3. 8) 
(1. 3. 9) 


(1. 3. 10) 


(1.3.11) 
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Feo) | 称 为 f(z) 的 健 里 叶 谱 ,而 $Cw) 称 为 相位 谱 。 
傅 里 叶 变换 可 以 推广 到 二 维 的 情况 。 如 果 f(x,y) 是 连续 和 可 积 的 , 且 FC(u,v) 是 可 积 
的 , 则 存在 如 下 的 健 里 叶 变 换 对 


Sif 323 一 Fu.) 一 |a es dzdy (1. 3. 12) 
F (F(u,0) = fiy) = IN Flu, veto dudo (1.3.13) 
R 
式 中 xp 是 频率 变量 。 


14 离散 傅 里 叶 变 换 


1.4.1 离散 傅 里 叶 变 换 的 定义 


离散 傅 里 时 变换 (Discrete Fourier Transform, DET) 建立 了 离散 时 域 和 离散 频 域 之 间 
的 联系 ,使 得 数学 方法 与 计算 机 建立 了 联系 ,拓宽 了 傅 里 叶 变 换 的 应 用 领域 。 
假定 以 间隔 Az 对 一 个 连续 函数 f(z) 均匀 采样 ,采样 后 的 序列 表示 成 


fO) = flt + At) (1.4.1) 
被 采样 函数 的 离散 傅 里 时 变换 定义 为 
FQ) = d 3 Ge rn (1.4. 2) 


式 中 w 一 0,1,2,,N— 1。 反 变换 为 
N—1 
FO = > Flo) erm/N (1.4.3) 


式 中 上 一 0,1,2,，…,N 一 1。 

式 (1.4.2) 给 出 的 离散 傅 里 时 变换 中 ,一 0,1,2,…，,N 一 1 分 别 对 应 于 0,Auw,2Ao,…,(N 
一 1)Aw 处 傅 里 叶 变换 的 采样 值 , 即 FC) 表示 Fw) BRT Fo) 的 采样 是 用 频率 进行 采样 
之 外 ,该 表示 法 和 离散 的 f(2) 所 用 的 表示 相似 。 可 以 证 明 Aw 和 Az 的 关系 为 


Aw = 1/(NA?) (1. 4. 4) 
在 二 维 的 情况 下 ,离散 的 傅 里 叶 变 换 对 表示 为 
M—1 N—1 
F(u, v) = MN 22 2, f Go) e p 
u-0,1,2,-,M—1 (1. 4. ) 
v-—0,1,2,-,N—1 
M—1 N—1 
fiy) = MN > > Do Flu ve 
(1.4.6) 


£ = 0,1,2,: *,M—1 
y70,1,2,--,N—1 
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1.4.2 离散 傅 里 叶 变换 的 性 质 


1. 周期 性 和 共 轧 对 称 性 
若 离散 传 里 叶 变换 和 它 的 反 变 换 周 期 为 N, 则 有 : 


Flu,v)=FlutN,v)=Flu,v t N)S5FlutN,otN) (1. 4. 7) 

JE ROSE RICEE nT S A 
F(u,v)—F(—u,—v) (1.4.8) 
[FCu,v) |= | FC—-u,—)| (1. 4. 9) 


2. 分 离 性 
一 个 二 维 传 里 叶 变换 可 由 连续 两 次 一 维 伟 里 叶 变换 实现 。 式 (1.4. 5) 可 分 成 下 面 两 式 ， 


N—1 ñ 
F(z,o) = M| 24 f Go oed on v—0,1,7,N—1 (1. 4, 10) 


此 式 表示 对 每 一 个 z 值 ,AFz,y) 先 沿 每 一 行进 行 一 次 一 维 傅 里 叶 变换 。 再 将 F(z,o) 
沿 每 一 列 再 进行 一 次 一 维 储 里 叶 变 换 , 就 可 得 到 一 维 传 里 叶 变换 Fv), i 


F(u,v) = jS Fre u,v = 0,1, N—1 (1. 4.11) 
3. 平移 性 质 
傅 里 叶 变换 对 的 平移 性 可 由 下 式 表 示 : 
fx, y) eii mt w»/Ni eS (u us +U — vo) (1. 4. 12) 
和 
fix—xy— FG y) exp[ —j2n Ga x wv y) / N] (1.4.13) 
4. 旋转 性 质 | 


首先 借助 极 坐 标 变换 x —rcos 0,y=rsin0,u=¿cos $»v-—wsin $ 将 f(x,y) 和 下 (u,v) 转 
换 为 SDM F(o:g%)。 直 接 将 它们 代入 傅 里 叶 变换 对 得 到 
flr,0+0) OFCw, $-+-6,) (1. 4.14) 
式 (1.4.14) 表 明 , 对 f(z,y) 旋 转 0, 的 傅 里 叶 变换 对 应 于 其 傅 里 叶 变 换 F(u,o) 也 旋转 baa 
类 似 地 ,对 FC, v) Kee 0, 也 对 应 于 将 其 傅 里 叶 反 变换 f(z,y) 旋 转 boo 
5. 分 配 律 
根据 储 里 叶 变 换 对 的 定义 可 得 到 : 


Ff TN fT y= fi lay EF ZU fly)? (1.4.15) 
Ad. 4.15) 表 明 傅 里 叶 变 换 和 逆 变 换 对 加 法 满足 分 配 律 ,但 对 乘法 则 不 满足 。 
6. 尺度 变换 (缩放 ) 
给 定 两 个 标量 a 和 6, 可 证 明 储 里 叶 变 换 有 以 下 两 式 成 立 : 
af (rz,y)OaF (u,v) (1. 4. 16) 
faz bye a (os 3) (1.4.17) 


7. 平均 值 
对 二 维 离散 函数 f(z,y) ,其 平均 值 可 用 下 式 表示 : 
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f(z,y) = wÈ fcz,y) (1.4.18) 
如 将 x 一 z 一 0 代入 式 (1.4.18), 得 
M—1 N-1 
F(0,0 — MN 22 2 fle = fy) (1.4.19) 
8. 离散 卷 积 定理 
设 f(z,y).g(z,y) 分 别 是 AXB 和 CxXD 的 两 个 离散 函数 , 则 它们 的 离散 卷 积 定义 为 
M-1 N-1 
fix y)* g(x,y)-— DD fim mealr—m,y—n) (1. 4. 20) 


z=0 y=0 


3UBr-—0,5,,M—1,y—0,1,*5,N—1;M—- A-C-L,N— B+D-1. 
对 式 (1.4. 20) 两 边 进行 傅 里 叶 变 换 有 


M-1N-1 M-1 N-1 


FED * G3) = DD (22 D fena my — n) )exp[— itu (a + 9 )1 


z=0 y=0 
M-1 N-1 M-1 N—1 


= S) fi mexp| — itx (5r t$) 22] my 
exp [ jar (m proc 22] 
= F(u,u)G(u, u) (1.4. 2D 


这 就 是 空间 域 卷 积 定理 , 即 两 个 二 维 离散 函数 在 空间 域 中 的 卷 积 可 通过 求 它们 相应 的 
两 个 傅 里 叶 变 换 乘 积 的 反 变换 而 得 .反之 ,在 频 域 中 的 卷 积 可 通过 在 空间 域 中 乘积 的 传 里 叶 


变换 而 得 。 
9. 离散 相关 定理 
大 小 为 AXB 和 C XD 的 两 个 离散 函数 f(x,y)、g(zx,y) 的 互相 关 定 义 为 
M-1 N-1 
fG.) * g(z,y) = > > (m,n)g(z-- m,y + n) (1. 4. 22) 
X M=A+C—1,N=B+D-1, 则 相关 定理 为 
SifG;y) * gG 32) =F* (u,u)G(u, v) (1. 4. 23) 


1.5 窗口 傅 里 叶 变 换 


传 里 叶 分 析 在 平稳 信号 分 析 和 处 理 中 有 着 突出 的 贡献 ,因为 它 可 将 复杂 的 时 域 信 号 转 
换 到 频 域 中 ,用 频谱 特性 去 分 析 和 表示 时 域 信 号 的 特性 ,但 是 一 些 常 用 信号 不 是 平稳 的 , 例 
如 语音 信号 .音乐 信号 、 探 地 信号 等 ,它们 的 频 域 特性 都 是 随时 间 而 变化 的 。 对 这 些 非 平稳 
的 信号 ,人 们 常常 需要 了 解 某 些 局 部 时 段 上 所 对 应 的 主要 频率 特性 和 某 些 频 率 信 息 出 现在 
哪些 时 段 上 ,也 就 是 说 需要 了 解 短 时 时 域 信号 所 对 应 的 局 部 频 域 特性 ,即时 - 频 局 部 化 要 
求 。 但 是 , 传 里 叶 变换 对 以 上 问题 是 无 能 为 力 的 。 

分 析 仿 里 叶 变 换 的 表达 式 


F(w)= | feed, € R 
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傅 里 叶 变换 要 求 提供 f (2),t: ER 的 全 部 信息 , 即使 截取 短 时 段 信 号 f (D. 
ti€E[ 一 T/2,T/2], 但 Flw) 提 供 的 是 关于 wER 的 全 部 信息 ,主要 反映 这 个 短 时 段 时 域 信号 
的 那些 局 部 频 域 特性 却 无 法 知道 。 另 外 ,时 域 信号 f(z) 的 局 部 改变 会 影响 其 下 (Cw) 的 全 局 
改变 ,F(ow) 在 某 个 特定 的 w* 处 的 表现 不 可 能 通过 局 部 时 域 信 号 得 到 , 它 需 要 提供 f 0), 
iE 及 的 全 部 信息 。 时 域 中 某 点 的 局 部 变化 会 影响 频 域 全 局 ;同样 , 频 域 中 的 某 点 的 局 部 变 
化 也 会 影响 到 全 部 时 域 。 因 此 , 传 里 叶 变 换 没有 时 - 频 局 部 化 功能 。 

1946 年 D. Gabor 提出 了 窗口 伟 里 叶 变 换 , 也 称 做 短 时 传 里 叶 变 换 (Short-Time Fourier 
Transform) 或 Gabor 变换 。 其 基本 思想 是 :把 信号 划分 成 许多 小 的 时 间 间 隔 , 用 伟 里 叶 变 
换 分 析 每 个 时 间 间 隔 , 以 便 确定 该 时 间 间 隔 存 在 的 频率 。 


1.5.1 窗口 侍 里 叶 变 换 的 定义 


窗口 傅 里 叶 变 换 : 在 传统 的 傅 里 叶 分 析 之 前 ,对 信号 进行 加 窗 处 理 , 如 图 1. 2(a) 所 示 。 
GU e: F8 — 1 SE R g(b 做 窗口 函数 ,该 时 间 函 数 在 有 限 区 间 外 恒 等 于 零 ( 紧 支 集 )， 
或 很 快 趋 于 零 。 用 gG—5D 518 72r rfi o fFOD)THSE ,其 作用 相当 于 在 =+ 处 开 了 个 “窗口 ”， 
然后 再 对 乘积 进行 健 里 叶 变 换 。 


EX1.5.3 设 g(b) 满 足 0 一 | | g(t) | dt <+ eo, IIJ fk 


W = (1.5.1) 


为 窗口 傅 里 叶 变 换 , 记 为 Cr wb) ,其 中 g (1) 称 为 基本 窗 函 数 。 

一 般 窗 函数 g ( 切 是 选择 在 |i| 之 时 迅速 趋 于 零 的 所 谓 “ 钟 形 ” 函 数 ,这 样 信号 f G) E 
乘 以 平移 滑动 的 窗 g (1 一 5b) 后 ,有 效 地 抑制 了 1 二 5 的 邻 域 以 外 的 信号 ,所 以 再 对 
f(t)g (i 一 5b) 进行 依 里 叶 变 换 所 得 的 结果 反映 的 是 :二 5 时刻 附近 的 局 部 频谱 信息 ,从 而 达 
到 了 时 域 局 部 化 的 目的 ,图 1.2(b) 说 明了 窗 函 数 的 作用 。 


K 
时 间 窗 
O ati 
(a) 对 信号 进行 加 窗 处 理 (b) 窗 汉 数 的 作用 示意 图 


图 1,2 信和 号 的 加 窗 处 理 及 窗 函 数 的 作用 


下 面 再 看 窗口 健 里 叶 变 换 在 频 域 局 部 化 方面 的 作用 。 
由 于 


G; (wb) = [raya bewd = F(o) * (G(o)e ° ) (1.5.2) 
其 中 ,GC(w) 是 窗口 函数 gC2) 的 健 里 叶 变 换 。 所 以 ,Gj (o 5) SEE E TRXRIS EE pR F Co Zl 
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G (w) 卷 积 平滑 后 的 结果 (相差 一 个 相位 因子 )。 如 果 GC XE o 附近 是 有 局 部 化 作用 的 ( 当 
然 为 此 应 取 g (i) 满 足 此 条 件 ), 则 频 域 信息 (Cw) 就 在 w 附近 被 局 部 化 了 。 

总 之 ,粗略 地 讲 ,窗口 傅 里 叶 变 换 G, (w,5) 是 在 t= 二 5 附近 观察 时 域 信 号 f(z) E o M 
近 观 察 频 域 信号 F (w) 。 所 以 说 ,只 要 合适 地 选择 窗 函 数 z (t) ,就 可 同时 达到 时 - 频 局 部 化 
要 求 。 

1.5.2 时 窗 、 频 窗 和 时 频 窗 

窗 函 数 具 有 保留 被 分 析 信 号 的 局 部 特征 的 作用 ,而 被 保留 下 来 的 信号 的 宽度 和 位 置 就 
成 为 重要 的 特征 ,因此 ,引入 窗 函数 的 中 心 和 半径 的 概念 ,分 别 表征 窗 函 数 的 位 置 和 集中 


RE. 
定义 1.5.2 设 g(z) 是 窗 函 数 , 称 


t" = f elec la lac èd (1. 5. 3) 
为 时 窗 中 心 , 称 
At 一 IK y: |g») af tee) |z a, |° (1.5.4) 
为 时 窗 半径 。 
DES INO jd =1 (1.5.5) 
窗 函数 g (1) 的 时 窗 中 心 和 时 窗 半 径 分 别 为 
t" = f :lecw tà (1. 5. 6) 
Ar = IR »! leo |* az |° (1.5.7) 
在 以 上 定义 下 HARA g CO B) H A 
[t° —At,t* + At] (1.5.8) 
窗口 宽度 为 2At。 
按照 定义 ,可 推出 窗 函 数 g (一 5) 的 时 窗 中 心 和 时 窗 半径 的 表达 式 
[gG—o)]-t [g G) ]+b (1.5.9) 
At[g (z—5) ]= At (1. 5. 10) 


类 做 地 ,可 定义 频 窗 中 心 和 频 窗 半径 , 
定义 1.5.3 设 g(t) 是 时 窗 函 数 , 则 称 GCw) 是 频 窗 函数 , 称 


w* = [lo l*av/ Gd) Jrdo (1.5.11) 
是 频 窗 中 心 , 称 
Aw = [f wa ? Gc» |*du/ , 162) |° do |" (1. 5. 12) 
是 频 窗 半径 。 
当 频 窗 平移 7 了 后, 即 频 窗 为 GCo 一 ?)，, 则 可 推出 相应 的 频 窗 中 心 和 频 窗 半径 分 别 为 
w [Giw—13) ]=o* +q (1.5.13) 


Ae[GCo—7) ] = Au (1.5.14) 
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H EL EXE X RJ Ag G) 5 G (w) 分 别 起 着 时 窗 和 频 窗 的 作用 。 而 在 时 - 频 坐 标 系 中 ,时 
窗 和 频 窗 共同 作用 的 结果 ,就 形成 时 - 频 窗 , 它 是 时 - 频 局 部 化 的 几何 直观 描述 ,如 图 1. 3 
所 示 。 


[ 
~+ 


图 1.3 时 - 频 窗 示意 图 
TARA, RER RA g&(2) 确 定 后 ,时 频 窗 的 宽度 A 和 Ao 都 是 常量 ,不 随时 间 位 移 窗 
的 中 心 位 置 -和 o 而 改变 。 这 种 时 频 窗 结构 通常 称 为 固定 时 频 窗 ,而 小 波 分 析 则 具有 时 
变 的 (或 者 自 适 应 的 ) 时 频 窗 ,因此 小 波 分 析 具 有 很 多 优点 ， 
1.5.3 窗 函 数 的 条 件 
由 以 上 可 知 ,如 果 z CO EB RRO MERR. 5. 6) 和 式 (1.5. DEK t 和 At 均 为 
有 限 值 , 即 要 求 | |z G) |*de <+ co ,或 者 为 简单 起 见 ,判断 条 件 简化 为 


Ig [<1 lti? ,|+|— oo (1.5. 15) 
类 似 地 ,如果 G(o) 是 频 窗 函数 , 则 需 满足 
(Gla) <1/ lwl? , |o] >+ (1.5.16) 


即 要 想 一 个 函数 与 8 一样 作 为 时 窗 ,其 谱 函 数 G(w) 作 为 频 窗 , 则 g CAG Co) E 
时 具有 较 强 的 衰减 性 。 

因此 ,不 是 任何 的 函数 都 可 以 作为 窗 函 数 ,例如 6(C2)、sinCz) 都 不 能 作为 窗 函 数 ,因为 它 
们 都 不 具备 时 频 同时 局 部 化 的 特征 。 


[Bj 1-6] Gauss B RX g (i) 二 
窗 中 心 和 频 窗 半径 。 
解 由 于 | lga) |'*dc— | 二 ed = 


1 
2 yra 


e E ,a2>0, RETA th t> .时 窗 半径 以 及 相应 的 频 


2 V2ra 
2 2 = P -É = a 
[leeyta = | Zea = Je 


fele la = o 
R 
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TEN E a 1 . 
所 以 ,t* =0, A= Wil zum 


相应 的 频 窗 函数 应 为 
G(e)= FH g(t) ]— 2 | c] dtm erm 
由 计算 知 
| ec la = = 
| e (Gw) [td = + 2 
Jat = = Jl fx. fa. l gk = 2)— . 
BEL w = 0. Ae — Ac aga N R 二 "时 频 窗 面积 为 A (AC) (2Aw) = Wa 
一 2 。 


由 此 例 中 可 看 出 ,时 窗 半 径 和 频 窗 半径 是 成 反比 的 ,也 就 是 说 ,时 窗 若 减 小 必然 引起 频 
窗 的 增 大 ,这 表明 ,At、Aw 不 可 能 同时 变 小 ,也 就 是 说 不 能 同时 提高 在 时 域 和 频 域 的 分 辨 率 。 
这 个 结果 对 一 般 的 情形 也 是 成 立 的 .事实 上 ,有 著名 的 海 森 堡 测 不 准 原理 : 
At + Ao > C(C 是 一 常数 ) 


1.5.4 窗口 傅 里 时 反 变 换 公 式 
由 于 窗口 传 里 叶 变换 就 是 对 SO). ga b) WEEER: 


G Gub) | fg G —b)e di (1.5.17) 
Fir EA pi 18 E ir ZR BJ 338 AF36 , A 
fexa-o- s-| G, (ub) * e“ do (1.5.18) 
2rJR 
对 式 (1. 5. 18) MUAR g( 一 5), 则 有 
f [eG = dca — | Gd) e do (1.5.19) 
2x R 
两 边 对 5 积分, 则 有 
— 1 jwt — 
r= gli]. | 6 e me g (t — b) dudb (1. 5. 20) 
其 中 
A-| [gc 5) Yd = | g (dt (1.5. 21) 
R R 


AC. 5. 20) 803A (1. 5. 21) 就 是 宿 口传 里 叶 变 换 的 反 变 换 公式 。 它 可 看 成 信号 fO FR 
“ 基 ”e”。g (1 一 6) 的 展开 式 , 而 系数 Gj Cw,5) 可 看 成 在 时 频 点 (5,w) 邻 域内 对 信号 f CO BJ 
贡献 的 大 小 。 


1.5.5 窗口 傅 里 叶 变 换 的 局 限 性 
就 时 - 频 局 部 化 而 言 ,窗口 傅 里 叶 变 换 在 傅 里 叶 分 析 的 基础 上 取得 了 本 质 的 进步 。 用 
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窗口 储 里 叶 分 析 信 号 可 在 时 - 频 窗 这 个 局 部 范围 内 对 信号 进行 观察 ,时 - 频 窗 面积 反映 了 
时 - 频 局 部 化 的 精细 程度 ,窗口 越 小 ,精度 越 高 。 那 么 是 否 可 以 选择 某 个 窗 函 数 ,能 够 使 
时 - 频 窗 面积 充分 小 呢 ? 海 森 堡 测 不 准 原理 表明 ,信和 号 在 一 个 域内 的 压缩 必然 导致 它 在 另 
一 个 域内 的 拉 伸 ,分辨 率 在 时 频 两 域内 不 能 同时 无 限制 地 减 小 。 实 际 应 用 中 ,往往 是 在 这 种 
限制 下 取 一 个 折 中 的 宽度 。 低 频 信号 在 较 大 的 时 间 范 围 内 幅 值 变化 慢 , 其 频率 范围 秦 , 因 此 
用 于 分 析 低 频 信 号 的 时 - 频 窗 的 时 窗 宽 度 应 该 比较 宽 , 频 窗 宽度 应 该 比较 窗 ; 高 频 信 号 在 较 
小 的 时 间 范 围 内 幅 值 变化 快 ,其 频率 范围 宽 , 因 此 用 于 分 析 高 频 信 号 的 时 - 频 窗 应 该 是 时 窗 
AMAR. MARMARA g, (i 一 5) 为 例 , 选 定 <, 其 时 - 频 窗 形状 确定 ;ji。，w( 一 下) 和 
f(z)， w(t 一 bs) 这 两 处 局 部 化 信号 的 频带 和 频率 中 心 不 变 ,时 - 频 窗 从 5 处 移 至 b, 处 。 为 
了 分 析 局 部 低频 信号 ,可 选择 较 大 的 参数 ,使 At 增 大 ,Aw 变 罕 ; 为 了 分 析 局 部 高 频 信 号 ， 
可 选择 较 小 的 参数 a fE Aa EE, Ao 变 宽 。 通 过 调整 参数 a 来 分 析 同 一 信号 的 不 同时 段 ， 
显得 很 麻烦 。 此 时 需要 一 种 自 适应 的 时 - 频 局 部 化 方法 。 也 就 是 说 ,选择 某 个 窗 函 数 ,希望 
其 时 - 频 答 形状 是 自 适 应 变化 的 ,对 低频 信号 ,其 窗口 形状 自动 变 得 扁平 ,对 高 频 信号 ,其 窗 
口 形状 自动 变 得 瘦长 。 对 于 这 方面 的 要 求 ,窗口 全 里 叶 是 无 能 为 力 的 。 

在 时 - 频 局 部 分 析 中 往往 还 要 求 将 频 域 分 成 若干 个 细小 频带 ,进一步 分 析 信 和 号 在 各 个 
频带 中 的 表现 :往往 要 分 析 局 部 的 时 域 信号 的 局 部 频 域 特 性 ,局 部 时 域 信号 在 各 个 子 频带 中 
的 局 部 表现 ;对 于 这 些 要 求 , 窗 口传 里 叶 也 是 无 能 为 力 的 。 下 面 介 绍 的 小 波 分 析 方 法 对 满足 
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小 波 分 析 是 当前 数学 中 一 个 迅速 发 展 的 新 领域 , 它 同时 具有 理论 深刻 和 应 用 十 分 广泛 
的 双重 意义 。 小 波 分 析 起 源 于 信号 分 析 领 域 ,是 近 半 个 世纪 以 来 依 里 叶 分 析 发 展 史 上 里 程 
碑 式 的 进展 ,是 调和 分 析 这 一 数学 领域 许多 学 者 多 年 辛勤 劳动 的 结晶 ,近年 来 它 的 理论 研究 
与 应 用 研究 已 为 数学 家 、 理 论 物 理学 家 和 工程 技术 人 员 所 密切 关注 。 

1822 年 依 里 叶 发 表 了 《热传导 解析 理论 ), 从 那 以 后 , 傅 里 叶 变 换 逐 渐 发 展 成 为 信号 处 
理 中 的 一 个 最 为 重要 的 分 析 工 具 , 在 科学 和 技术 的 许多 领域 中 获得 了 广泛 的 应 用 。 对 于 稳 
恒 过 程 或 稳定 分 布 信号 , 依 里 叶 变 换 给 出 了 近 平 完美 的 结果 。 但 傅 里 叶 变 换 只 是 一 种 纯 频 
域 的 分 析 方法 ,不 能 提供 任何 局 部 时 间 段 上 的 频率 信息 。 相 反 , 当 一 个 信号 用 8 ER CET 
时 , 它 在 时 间 域 的 定位 是 完全 准确 的 ,而 在 频 域 却 无 任何 定位 性 ,也 即 8 育 数 分 析 所 反映 的 
只 是 信号 在 全 频率 上 的 整体 时 域 特征 ,而 不 能 提供 任何 频段 所 对 应 的 时 间 信息 。 然 而 ,在 自 
然 界 和 科学 技术 中 还 有 大 量 信 号 ,它们 具有 局 部 的 或 定 域 的 特性 ,例如 远 处 空中 的 目标 、 被 
鉴别 的 指纹 ,语言 信号、 声 纳 信和 号、 各 种 电 脉 济 等 ,这 些 信号 的 不 显著 为 零 的 分 量 只 出 现在 一 
个 短暂 的 时 间 间 隔 或 有 限 空间 内 ,此 后 很 快 衰减 到 零 , 称 为 暂 态 过 程 或 时 变 过程 。 对 这 一 类 
时 变 信 号 进行 分 析 ,通常 需要 提取 某 一 时 间 段 (瞬间 ) 的 频 域 信息 或 某 一 频率 段 所 对 应 的 时 
间 信 息 , 显 然 用 傅 里 叶 分 析 或 ó 函数 分 析 是 无 能 为 力 的 。 首 先 ,我 们 仅 对 有 限时 间 间 隔 内 的 
信号 感 兴趣 ,没有 必要 在 过 去 .现在 及 将 来 的 无 限 长 时 间 范 围 内 对 时 间 信 号 进行 分 析 ; 类 似 
地 ,在 处 理 定 域内 的 空间 图 像 时 ,也 没有 必要 对 全 平面 内 的 信号 进行 全 局 的 分 析 。 因 此 , 寻 
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求 一 种 介 于 健 里 叶 分 析 和 和 6 函数 分 析 之 间 的 ,并 具有 一 定 的 时 间 和 频率 分 辨 率 的 基 函 数 来 
分 析 信 号 ,一 直 是 信号 处 理工 程 人 员 和 数学 家 长 期 以 来 努力 的 目标 。 

为 了 研究 信和 号 在 局 部 时 间 范 围 的 频 域 特征 ,1946 年 Gabor 提出 了 著名 的 Gabor 变换 ， 
之 后 又 进一步 发 展 为 短 时 傅 里 叶 变换 。 但 由 于 短 时 傅 里 时 变换 的 定义 决定 了 其 窗 函 数 的 大 
小 和 形状 均 与 时 间 频 率 无 关 而 保持 固定 不 变 , 这 对 于 分 析 时 变 信号 来 说 是 不 利 的 。 高 频 信 
号 一 般 持续 时 间 很 短 ,而 低频 信号 持续 时 间 较 长 ,因此 ,我 们 期 望 对 于 高 频 信号 采用 小 时 间 
窗 ,对 于 低频 信号 则 采用 大 时 间 窗 进行 分 析 。 此 外 ,在 进行 数值 计算 时 ,人 们 希望 将 基 函 数 
离散 化 ,以 节约 计算 时 间 及 存储 量 ,但 Gabor 基 无 论 怎样 离散 ,都 不 能 构成 一 组 正 交 基 , IN 
而 给 数值 计算 带 来 了 不 便 , 这 些 都 是 Gabor 变换 的 不 足 之 处 。 

小 波 变换 是 一 种 信号 的 时 间 - 频 率 ( 时 间 - 尺 度 ) 分 析 方 法 ,是 近年 来 发 展 起 来 的 新 的 学 
科 分 支 , 它 的 思想 来 源 于 伸缩 与 平移 方法 。 小 波 分 析 的 提出 最 早 是 在 1910 年 Haar 提出 的 
规范 正 交 基 。1938 年 ,Littlewood-Paley 对 人 里 叶 级 数 建立 了 L-P 理论 , 即 按 二 进 制 频率 成 
分 分 组 。1965 年 Galderon 发 现 了 再 生 公 式 , 它 的 离散 形式 已 接近 小 波 展 开 。1981 年 
Stormberg 对 Haar 系 进行 了 改进 ,证 明了 小 波 函 数 的 存在 性 。 同 年 ,法 国 地 理学 家 J. Mor- 
let 在 分 析 地 震 数 据 时 提出 将 地 震波 按 一 个 确定 函数 的 伸缩 平移 系 展开 ,将 任意 一 个 信号 
分 解 成 对 空间 和 频率 的 贡献 ,首先 提出 了 小 波 分 析 这 一 概念 。1986 年 , Meyer 及 其 学 生 
Lemarie 提出 多 尺度 分 析 思 想 ,后 来 Mallat 受 金字 塔 算法 的 启示 ,提出 了 以 多 分 辨 分 析 为 基 
础 的 快速 小 波 算法 一 一 Mallat 算法 (FWT) ,这 是 小 波 理论 突破 性 的 成 功 。 

小 波 变换 不 仅 继 承 和 发 展 了 窗口 傅 里 时 变换 的 局 部 化 的 思想 ,而 且 克 服 了 窗口 大 小 不 
随 频 率 变化 .缺乏 离散 正 交 基 的 缺点 。 和 傅 里 叶 变换 .窗口 傅 里 时 变换 相 比 ,小 波 变换 是 一 
个 时 间 和 频率 的 局 域 变 换 , 它 适用 于 处 理 局 部 或 暂 态 信 号 ,因而 能 有 效 地 从 信号 中 提取 信 
E ,通过 伸缩 和 平移 等 运算 功能 对 函数 或 信号 进行 多 尺度 细 化 分 析 (Mnujltiscale Analysis), 
解决 了 健 里 叶 变 换 不 能 解决 的 许多 困难 问题 ,从 而 小 波 变 化 被 誉 为 “数学 显微镜 ”, 近 年 来 ， 
大 量 的 数学 家 、 物 理学 家 、 各 学 科 工 程 技 术 人 员 投 入 了 极 大 的 重视 和 研究 ,由 此 将 小 波 分 析 
的 理论 发 展 与 实际 应 用 推 向 了 一 个 高 潮 。 其 中 比利时 女 数学 家 L. Daubechies 撰写 的 《小 波 
十 讲 (Ten Lectures on Wavelets)》 对 小 波 的 普及 起 了 重要 的 推动 作用 。 

小 波 分 析 的 应 用 是 与 小 波 分 析 的 理论 研究 紧密 地 结合 在 一 起 的 。 现 在 , 它 已 经 在 科技 
信息 产业 领域 取得 了 令 人 瞩目 的 成 就 。 电子 信息 技术 是 六 大 高 新 技术 中 重要 的 一 个 领域 ， 
它 的 重要 方面 是 图 像 和 信号 处 理 。 现 今 , 信 号 处 理 已 经 成 为 当代 科学 技术 工作 的 重要 部 分 ， 
信号 处 理 的 目的 就 是 :准确 的 分 析 、 诊 断 , 编 码 压缩 和 量化 ,快速 传递 或 存储 、 精 确 地 重 构 (或 
恢复 )。 从 数学 的 角度 来 看 ,信号 与 图 像 处 理 可 以 统一 看 做 是 信号 处 理 ( 图 像 可 以 看 做 是 二 
维 信号 ) ,在 小 波 分 析 的 许多 应 用 中 ,都 可 以 归结 为 信号 处 理 问 题 。 现 在 ,对 于 其 性 质 随时 间 
是 稳定 不 变 的 信号 ,处 理 的 理想 工具 仍然 是 傅 里 时 分 析 。 但 是 在 实际 应 用 中 的 绝 大 多 数 信 
号 是 非 稳 定 的 ,而 特别 适用 于 非 稳定 信号 的 工具 就 是 小 波 分 析 。 

小 波 分 析 的 应 用 领域 十 分 广泛 , 它 包括 :数学 领域 的 许多 学 科 ; 信 和 号 分 析 、 图 像 处 理 ; 量 
子 力学 .理论 物理 :军事 电子 对 抗 与 武器 的 智能 化 ;计算 机 分 类 与 识别 ;音乐 与 语言 的 人 工 合 
成 ;医学 成 像 与 诊断 ,地震 勘探 数据 处 理 ; 大 型 机 械 的 故障 诊断 等 方面 。 例 如 ,在 数学 方面 ， 
它 已 用 于 数值 分 析 ,构造 快速 数值 方法 .曲线 曲面 构造 、 微 分 方程 求解 .控制 论 等 ;在 信号 分 
析 方 面 的 滤波 .去 噪声 .压缩 .传递 等 ;在 图 像 处 理 方面 的 图 像 压缩 分类、 识别 与 诊断 ,去 污 
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等 ;在 医学 成 像 方面 的 减少 B 超 CT、 核磁 共振 成 像 的 时 间 , 提 高 分 辩 率 等 。 下 面 简单 介绍 
小 波 的 几 个 主要 应 用 。 

CD 在 数值 分 析 中 的 应 用 。 例 如 ,Galerkin 方法 是 传统 求解 微分 方程 和 积分 方程 的 有 
效 方法 ,这 种 方法 几乎 在 任何 线性 分 析 的 问题 中 都 能 达到 一 定 的 精度 。 随 着 小 波 理 论 的 出 
现 ,一 种 新 的 数值 分 析 Wavelet-Galerkin 方法 的 产生 ,是 对 Galerkin 方法 的 改进 和 提 
高 ,能 更 加 有 效 地 求解 微分 方程 和 积分 方程 , 亦 能 很 好 地 求解 线性 问题 和 非 线 线性 问题 , 与 
此 同时 产生 了 Wavelet finite element method (小 波 有 限 元 方法 )、Wavelet edge element 
method( 小 波 边界 元 方法 ), 极 大 地 丰富 了 数值 分 析 的 内 容 。 

(2) 信和 号 消 噪 处 理 。 以 小 波 分 析 为 基础 的 信号 去 噪 方法 是 把 含 噪声 信和 号 放 在 二 维 平面 
上 作 小 波 变换 ,根据 信号 和 噪声 在 变换 后 所 表现 出 来 的 截然 不 同 的 特性 ,采取 局 部 极 大 阔 值 
法 、 全 局 单一 阔 值 法 .局 部 SURE 多 阔 值 法 和 可 浮动 自 适 应 阔 值 法 等 进行 分 时 分 频 处 理 , 从 
而 去 掉 了 噪声 ,此 方法 不 但 能 获得 较 高 的 信 品 比 ,而 且 能 够 保持 良好 的 分 辩 率 。 

(3) 数据 图 像 处 理 。 数 据 压缩 是 伴随 小 波 分 析 诞 生 的 最 早 应 用 领域 ,由 此 带 来 巨大 的 
经 济 效益 和 社会 效益 ,如 美国 耶鲁 大 学 以 R, Coifman 教授 等 人 为 代表 的 小 波 研究 组 用 小 波 
分 析 对 美国 联邦 局 存储 的 3 亿 个 指纹 进行 了 数据 压缩 ,取得 了 20 倍 原 有 效益 的 成 果 。 此 
外 ,小 波 分 析 在 图 像 压缩 与 图 像 边缘 检测 中 的 应 用 ,一 直 是 国内 外 科技 工作 者 乐此不疲 的 热 
点 ,同时 也 取得 了 巨大 的 进展 。 

(4) 语音 分 析 与 处 理 。 基 于 小 波 分 析 的 语音 分 析 与 处 理 主要 内 容 有 : 清 / 浊 音 分 割 : 基 
音 检测 与 声 门 开启 时 刻 定位 ;去 噪 ,. 重 建 与 压缩 方面 。 国 内 外 研究 表明 ,小波 应 用 于 语言 信 
号 特征 提取 、 事 件 检测 .语音 合成 .波形 编码 等 方面 已 取得 很 好 的 成 果 , 充 分 显示 了 小 波 分 析 
的 卓越 性 能 。 

(5) 光学 信息 处 理 。 在 小 波 分 析出 现 以 前 , 传 里 叶 变换 一 直 是 光学 信息 处 理 的 重要 工 
具 , 而 随 着 小 波 变 换 的 光学 系统 实现 ,小 波 空域 和 小 波 空 频 域 匹配 滤波 器 理论 的 建立 ,光学 
技术 的 高 度 并 行 处 理 能 力 和 宽 的 空间 带宽 ,小 波 变换 在 光学 信息 处 再 领 域 的 优越 性 逐渐 显 
现 出 来 ,从 而 为 光学 信息 处 理 、. 光 计算 . 光 通 信 等 带 来 了 新 的 变化 。 . 

(6) 机 械 故 障 诊断 与 监控 。 信 号 中 的 奇异 点 及 不 规则 的 突变 部 分 通常 带 有 比较 重要 的 
信息 , 它 是 信号 的 重要 特征 之 一 。 故 障 常 表现 为 输出 信号 发 生 突变 ,于 是 突变 点 的 检测 在 故 
障 诊断 中 有 着 重要 的 意义 。 小 波 变 换 具 有 空间 局 部 化 的 性 质 , 利 用 小 波 变换 来 分 析 信 号 的 
奇异 性 及 奇异 性 位 置 和 奇异 性 大 小 ,在 大 型 机 组 的 机 械 故 障 诊断 与 监控 中 ,与 传统 的 傅 里 时 
变换 相 比 显得 更 有 效 。 

C) 工业 CT 成像。 工业 CT 远 比 医学 CT 复杂 ,医学 CT 的 对 象 始终 是 人 ,而 工业 CT 
的 对 象 来 自 工业 、 国 防 、 邮 电 通 信 等 各 行 各 业 ,体积 大 小 不 一 ,结构 千变万化 。 卷 积 反 投影 方 
法 是 工业 CT 成 像 中 经 常 采 用 的 一 种 关键 技术 ,而 将 小 波 分 析 用 于 卷 积 反 投 影 方法 已 成 功 
地 开辟 了 一 条 岂 新 的 技术 路 线 。 
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利用 窗口 傅 里 叶 变 换 对 信和 号 进行 分 析 , 相 当 于 用 一 个 形状 .大 小 和 放大 倍数 相同 的 “ 放 
大 镜 ? 在 时 - 频 相 平面 上 移动 ,观察 某 固定 长 度 时 间 内 的 频率 特性 ,但 是 这 种 做 法 有 时 不 适 
合 信和 号 本 身 的 规律 。 实 际 中 信和 号 的 规律 是 :对 信和 号 的 低频 分 量 ( 波 形 较 宽 ) 必 须 用 较 长 的 时 
间 段 才能 得 到 完整 的 信息 ;而 对 信和 号 的 高 频 分 量 ( 波 形 较 窗 ) 必 须 用 较 短 的 时 间 段 以 得 到 较 
好 的 精度 。 由 此 分 析 可 知 ,更 合适 的 做 法 是 “放大 镜 ” 的 长 、 宽 是 可 以 变化 的 , 它 在 时 - 频 相 
平面 的 分 布 应 如 图 2. 1 所 示 的 那样 。 

引进 了 小 波 变换 的 概念 后 ,就 可 以 达到 上 述 目的 。 


*r--| 
-Y 


-L--| 
—- 


图 2.1 较 理想 的 时 - 频 平面 


2.1 小 波 基 函数 


小 波 分 析 主 要 研究 在 特定 的 函数 空间 ,用 某 种 方法 构造 一 种 称 为 小 波 的 基 函 数 ( 小 波 基 
函数 ) ,对 给 定 的 信号 (函数 ) 进 行 展开 与 逼近 ,根据 展开 式 研究 信号 的 某 些 特性 及 逼近 的 
效果 。 

定义 2.1.1 小 波 函 数 

ROWER: 

@ Yi 为 一 平方 可 积 函 数 , 即 p € L' (R) ; 


十 co 2 
Qoc[ Vy la, opos, (2.1.1) 
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EF. YoK 900 E [8 E n 2636, DU ER gO) 为 一 个 小 波 母 函数 (Mother Wavelet) 或 小 
波 函 数 , 式 (2.1.1) 为 小 波 函 数 的 可 容 性 条 件 。 

由 小 波 的 定义 知 ,小波 函数 一 般 具 有 以 下 特点 ， 

(QD 小 它们 在 时 域 都 具有 紧 支 集 或 近似 紧 支 集 。 原 则 上 讲 ,任何 满足 可 容许 性 条 
件 式 (2.1.1) 的 LC(R) 空 间 的 函数 都 可 作为 小 波 母 函数 (包括 实数 函数 或 复数 函数 , 紧 支 集 
或 非 紧 支 集 函数 .正则 或 非 正则 函数 等 )。 但 -一般 情况 下 ,常常 选取 紧 支 集 或 近似 紧 支 集 的 
《具有 时 域 的 局 部 性 ) 具 有 正则 性 的 (具有 频 域 的 局 部 性 ) 实 数 或 复数 函数 作为 小 波 母 函 数 ， 
以 使 小 波 母 函数 在 时 频 域 都 具有 较 好 的 局 部 特性 ,如 图 2. 2 所 示 。 

(2) 波动 性 一 一 由 于 小 波 母 函数 满足 可 容许 性 条 件 式 (2. 1.1), 则 必 有 更 (wo) |。-。 一 0， 
也 即 直 流 分 量 为 零 , 由 此 可 以 断定 小 波 具 有 正 负 交 蔡 的 波动 性 。 如 图 2.2 所 示 。 
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图 2.2 小 波 
定义 2.1.2 MEERE ”将 小 波 函 数 y(t) 进 行 伸缩 和 平 黎 有 
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gr 7a 0 人 ( (a>0,rER) (2.1.2) 


其 中 a 为 伸缩 因子 (或 尺度 因子 ) ie 为 平移 因子 ; 称 p,, (7) 为 依赖 于 ast 的 小 波 基 函 数 。 由 
于 a,r 是 连续 变化 的 值 ,因此 称 {y,(2) } 为 连续 小 波 基 函 数 ,它们 是 由 同一 母 函数 凡 思 经 伸 
缩 平移 后 的 一 组 函数 序列 。 可 见 ,小波 函数 一 定 是 具有 带 通 性 质 的 窗 函 数 。 图 2. 3 给 出 一 个 
NU PRÉC yz) 及 其 尺度 伸缩 与 平移 的 例子 。 
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图 2.3 小 波及 其 尺度 伸缩 与 平移 
由 式 (2.1,2) 可 知 :函数 y,, (是 通过 在 小 波 母 函数 y(t) 中 引信 参数 a 和 rz 演变 而 来 
的 。 图 2.3 也 画 出 了 小 波 函 数 在 a 二 1,r<0 和 a1. 720 两 种 情况 下 的 qu (21) 的 波形 。 从 
中 可 直观 看 出 :参数 确定 了 小 波 函 数 的 “中 心 ”* 位 置 ;参数 a 确定 了 小 波 函 数 的 时 域 宽 度 。 
具体 地 说 ,如 果 p GO PRESE CE BEDS. At, 时 域 中 心 为 1* =0,JE2Z qu. (1) 的 时 域 宽度 为 
CA£),,..—aAt (2.1.3) 


时 域 中 心 为 
(£*' D). = (2.1.4) 
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图 2. 3 中 的 小 波 函 数 的 频谱 | 亚 (w) | 如 图 2.4 所 示 。 
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图 2.4 图 2.3 中 的 小 波 函 数 的 频谱 | Po) | 


现在 来 考察 参数 a 对 par 9) 频 域 特性 的 影响 。 根 据 传 里 叶 变 换 的 尺度 伸缩 性 质 可 知 ， 

如 果 yl 四 的 中 心 频率 为 w" ,频率 窗 宽度 为 Aw, 则 入 ,,,(w) 的 频 宽 变 为 

(Ao)... 5 Aw/a (2.1.5) 
中 心 频 率 变 为 

(o). =o" /a (2. 1. 6) 
可 见 , 时 移 因子 = 仅仅 影响 窗口 在 相 平面 时 间 轴 上 的 位 置 ,而 尺度 因子 a 不 仅 影响 窗口 在 频 
率 轴 上 的 位 置 , 也 影响 窗口 的 形状 。 

34 a 增 大 时 ,时 窗 中 心 位 置 变 大 , 频 窗 中 心 位 置 变 小 ,时 频 窗 往 低频 移动 ,对 应 于 低频 分 
析 ; 当 a 减 小 时 ,时 窗 中 心 位 置 变 小 , 频 窗 中 心 位 置 变 大 ,时 频 窗 往 高 频 移动 ,对 应 于 高 频 
分 析 。 

同时 , 当 a 增 大 时 ,小 波 基 函 数 y,.(t) 被 拉 伸 ,函数 的 时 窗 变 宽 , 其 频 域 波 形 Wa, (wm) 被 
压缩 , 频 窗 变 窜 ; 当 a 减 小 时 ,y..( 四 被 压缩 ,时 窗 变 窜 , 频 窗 变 宽 。 


2.2 连续 小 波 变换 及 其 性 质 


2.2.1 连续 小 波 变换 
FEE REL? OO Zs [B] P i8 eg 3e f(z) 在 小 波 基 下 进行 展开 , 称 这 种 展开 为 函数 FOO Bx k 
小 波 变 换 (Continue Wavelet Transform, CW T) ,其 表达 式 为 


= 一 上 (t 
WT; Cast) = (FCD Ju CO xl. ros -t)a (2.2.1) 


H CWT 的 定义 可 知 , 小 波 变 换 同 传 里 叶 变 换 一 样 ,都 是 一 种 积分 变换 。 同 传 里 时 变换 
相似 ,我 们 称 WT, (ar) 为 小 波 变换 系数 。 由 于 小 波 基 不 同 于 傅 里 时 基 , 因 此 小 波 变换 与 傅 
里 叶 变 换 有 许多 不 同 之 处 。 其 中 最 重要 的 是 ,小 波 基 具 有 尺度 a .时 移 z 两 个 参数 ,因此 ,将 
函数 在 小 波 基 下 展开 ,就 意味 着 将 一 个 时 间 函 数 投影 到 二 维 的 时 间 - 尺 度 相 平 面 E 上 。 并 且 ， 
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由 于 小 波 基 本 身 所 具有 的 特点 ,将 函数 投影 到 小 波 变换 域 后 ,有 利于 提取 范 数 的 某 些 本 质 特 
征 。 从 时 域 分 析 的 角度 来 看 ,小 波 变 换 具 有 如 下 特点 : 
将 CWT 的 式 (2. 2.1) 同 窗口 博 里 叶 变换 相 比 较 , 若 令 
PT) == Ge = (2.2.2) 
则 CWT 可 看 成 为 是 一 个 窗口 傅 里 叶 变 换 。 任 意 函 数 在 某 一 尺度 a .时 移 点 z 上 的 小 波 
变换 系数 ,实质 上 表征 的 是 在 r 位 置 处 ,时 间 段 a At 上 包含 在 中 心 频率 为 各、 带宽 为 人 频 徐 


内 的 频率 分 量 大 小 。 根 据 式 C2.1.5). 式 (2.1.6), 随 着 尺度 a 的 变化 ,对 应 窗口 dap So te 


及 窗 口 宽度 人 也 发 生变 化 。 而 窗口 傅 里 叶 变 换 的 窗口 是 固定 不 变 的 ( 即 不 随 w 的 变化 而 变 


化 ) 。 因 此 ,与 窗口 傅 里 叶 变 换 本 质 不 同 的 是 ,小 波 变换 是 一 种 变 分 辩 率 的 时 频 联 合 分 析 方 
法 , 它 对 不 同 的 频率 在 时 域 上 的 取样 步 长 是 自 适应 调节 的 , 即 在 低频 时 小 波 变换 的 时 间 分 辩 
率 较 低 ,而 频率 分 辨 率 较 高 ;在 高 频 时 小 波 变换 的 时 间 分 辩 率 较 高 ,而 频率 分 辩 率 较 低 ,这 正 
符合 低频 信号 变化 缓慢 而 高 频 信号 变化 迅速 的 特点 。 当 分 析 低 频 ( 对 应 大 尺度 ) 信 和 号 时 ,其 
时 间 和 窗 很 大 ,而 当 分 析 高 频 ( 对 应 小 尺度 ) 信 号 时 ,其 时 间 窗 减 小 。 这 恰恰 符合 实际 问题 中 高 
频 信号 的 持续 时 间 短 .低频 信号 持续 时 间 较 长 的 自然 规律 。 因 此 ,从 总 体 上 来 说 ,小 波 变换 
比 窗口 傅 里 时 变换 具有 更 好 的 时 频 窗 口 特性 。 

一 般 来 说 ,连续 小 波 变换 主要 用 于 问题 的 分 析 和 理论 研究 方面 ,由 于 计算 机 的 普及 ,使 
得 离散 小 波 变换 的 使 用 更 加 广泛 ,而 连续 小 波 变 换 可 以 深入 透彻 地 理解 小 波 变 换 的 基本 性 
质 和 分 析 信 号 的 基本 方法 。 


2.2.2 连续 小 波 变换 的 性 质 


连续 小 波 变换 除了 具有 可 变 的 时 频 窗 以 外 ,与 傅 里 叶 变换 一 样 , 它 还 具有 很 多 其 他 的 
性 质 。 
性 质 1 线性 性 质 
连续 小 波 变换 是 线性 变换 ,也 就 是 说 一 个 函数 的 连续 小 波 变换 等 价 于 该 函数 各 分 量 的 
连续 小 波 变换 。 利 用 连续 小 波 变换 的 定义 可 直接 证 明 该 性 质 。 

fO ELR), k k: 是 任意 常数 , 则 

WTi rj, aT)—=k WT Cac) th WT, Ca sc) (2.2.3) 

证 明 


a 


- AL row * Jar ejoa * Jar 
= k WT; (a,z) + ke WT, Castr) 


al 一 /一 了 
WT. sus Ge = 7] [h (D tego P(E )a 


R2 平移 不 变性 性 质 
设 f(D 的 小 波 变 换 为 WTj Car) M f(z 一 ) 的 小 波 变 换 为 WTj (ar 一 如 ) 。 即 
L u (a,r)= WT jo (a,r—to) (2.2.4) 
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证 明 4 t— iy =u, 则 
_ 1 —[(t—rt 
WT, (a,r) EN 22 a )d: 


= L| faog[*— i = WT, 《az 一 to) 


Ja a 
该 性 质 表 明 , 延 时 后 的 信号 fO t ) BU |N 3 8 # 3 Ej B cf FOOD BJ NIE RUE r 
轴 上 进行 同样 的 时 移 得 到 。 


性 质 3 尺度 变换 性 质 
it f(2) EL? (OR) IJ 


WTr» (a,r) -EWT o (Aa. Ar) CA220) (2.2.5) 


UE BH 


"LI AE = u 


os uu) pin 
- xx. fu Ga Jaw 


WT (4a. ,Ar ) 


此 定理 表明 , 当 信 号 f(z) 作 某 一 倍数 伸缩 时 ,其 小 波 变 换 将 在 a,r 两 轴 上 作 同 一 比例 
的 伸缩 ,但 是 不 发 生 失 真 变形 。 这 是 小 波 变 换 成 为 “数学 显微镜 ”的 重要 依据 。 
性 质 4 内 积 定理 
设 f(D) EEO € DL! OO ARNE quu GO AERE f(z) 、g (4) 作 小 波 变 换 ， 
fO) WT (lar) g(t er WT, (a,r) 
则 


(FG) gm 2 WT, Cas) WT, Cac) (2. 2. 6) 
° 
其 中 C, = L |r] do (2.2.7) 
这 就 是 小 波 变换 的 内 积 定理 , 也 叫 Moyal 定理 。 右 边 的 内 积 是 对 a 和 z 的 双重 积分 ,而 
且 由 于 小 波 变换 定义 式 中 以 倒数 形式 出 现 ,所 以 微分 为 5 。 这 样 便 可 写 出 内 积 定理 更 具 
体 的 形式 为 


| fcogaoa = Z EN WT, Ca c) WT, Ca c) dr (2,2. 8) 
Cso - 


性 质 5 微分 性 质 
根据 平移 不 变性 性 质 可 以 得 出 小 波 变 换 的 微分 运算 具有 可 交换 性 , 即 


如 果 FOEL CR),f(4) 的 连续 小 波 变换 是 WTiCa,r) 。 令 xo Ogg 
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WT, ast) = ZWT; Cast) (2.2.9) 
性 质 6 能 量 性 质 
在 式 (2.2.6) 中 , 取 FG) mg CO ,可 得 出 与 传 里 叶 变 换 中 的 Parseval 等 式 类 似 的 等 式 
| L| WT; Cast) |’ drda = c,| ` | f |! dr (2. 2. 10) 


它 描 述 了 函数 的 小 波 变换 与 原 函 数 之 间 的 能 量 关 系 , 即 小 波 变换 幅度 平方 的 积分 和 信 
号 的 能 量 成 正比 。 该 性 质 说 明 信 和 号 Ai) 的 小 波 变 换 并 没有 损失 信号 的 任何 信息 。 


2.3 连续 小 波 变 换 的 逆 变换 与 再 生 核 


2.3.1 连续 小 波 变 换 的 逆 变 换 


与 其 他 积分 变换 一 样 , 小 波 变换 只 有 在 其 逆 变 换 存 在 的 条 件 下 才 有 实际 意义 。 对 连续 
小 波 变换 而 言 , 如 果 采 用 的 小 波 满足 可 容许 条 件 (2. 1. 1), 则 其 逆 变 换 存 在 ,也 即 根据 信号 的 
小 波 系 数 就 可 重 构 原 信 和 号。 小 波 变换 的 道 变 换 公式 或 重 构 公 式 如 下 : 

É f(t) EL R), W 


1 pepe 1 
fi = cl. I. = WT; (asc) * pa, (22 drda (2.3. 1) 
证 明 :在 式 (2.2.6) 中 取 g (2 —8 G— x) M 
| raga = | FOG- rdi = fao (2.3. 2) 
WT, Cast) = Er OT = ja) (2.3.3) 
将 式 (2. 3.2)、(2.3.3) 代 入 式 (2.2.6) 中 ,有 
十 oo ("boo 
[ [7 EWT, cgi. Gydeda = Cf (z) (2.3. 4) 
从 而 有 
1 [er 1 
feel f WT; Cast )pa r Cz)drda (2. 3. 5) 
449 J-~ a 


由 上 述 道 变换 公式 (2. 3. 1) 的 推导 过 程 可 知 ,要 想 使 小 波 变换 有 意义 ,小 波 函 数 需 满足 小 波 
的 容许 条 件 式 (2. 1. 1), 由 此 可 推出 


十 oo 
Y(O)=| ^ td — 0 (2.3.6) 


由 式 (2. 1. DTH 9CO W R 8 It SER E, HAC. 3. OTA 图 妇 应 具有 波动 性 。 可 以 想像 
光芒 的 图 像 是 快速 衰减 的 振动 曲线 ,从 这 里 也 能 看 出 y(t) 被 称 为 小 波 的 原因 。 


2.3.2 连续 小 波 变 换 的 元 余 与 再 生 核 
由 式 (2. 2. 11) 所 示 的 小 波 变 换 的 反 变换 公式 可 知 ,f(1) 可 由 它 的 小 波 变换 WT (as) 
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精确 地 重建 。 它 也 可 看 成 将 OIRE p. (1) 的 分 解 ,系数 就 是 f(2) 的 小 波 变 换 。 但 是 基 
du (DHEA a cc 是 连续 变化 的 ,所 以 uuu (2) 之 间 不 是 线性 无 关 的 ,也 就 是 说 ,它们 之 中 有 
“元 余 ”, 这 就 导致 WT (ayr) 之 间 有 相关 性 。 更 具体 的 表述 如 下 : 

对 于 a 二 a1 ,tr 二 ,有 


WT; Ca +T ) = | fO. s C2 dz 


=| 1 [| WT,(a,r205,. (t) * drda) (0 dt 
EN ci 0 JR r Catus al an 
=} f 1 I om 
5j. R WT, (asr) ( Je C Jain (dt )drda 
+ 1 
=f |. = WT, (a, OK, Casa: 00 ) drda (2.3.7). 
其 中 | 
K,(a,ar r, ti) = E ar (E) Jaa (Edt (2.3.8) 
° CJ, in 
4 R 


式 (2. 3. 7) 说 明 (ar) 处 的 小 波 变换 WT, (ain 2 RT A Bp F 0 <a < + eo, 
一 oo 之 rt 过 十 co 上 点 Ca,7t) 处 的 小 波 变 换 WTj (a,r) 表 示 出 ,系数 是 Ke (asa con ), 称 为 小 
波 变换 的 再 生 核 , 它 描 述 了 连续 半 平 面 (a,zc) 上 的 两 个 不 同 点 (ar) 和 (ar ) Z a] Bj CWT 
的 相关 关系 。 由 于 任意 信号 的 小 波 变换 的 值 在 (ea,r) 半 平面 上 是 相关 的 ,因此 某 一 点 
Caon ) 处 小 波 的 小 波 变 换 值 WT, Cai m ) 可 以 表示 成 半 平 面 上 其 他 各 处 小 波 变换 系数 的 
总 贡献 。 若 4,00 5j qu, (2) 正 交 时 ,由 式 (2.3.7) 知 Ky (aaiyrma) 二 0。 此 时 (ayr) 处 的 
小 波 变换 WT, (az 对 WT, Cai m ) 的 “贡献 ”为 零 , 而 那些 使 Z... (2) 与 us CO ARIES RS 
(Ca,t) 处 的 小 波 变 换 就 要 对 (a ,ti ) 处 的 小 波 变 换 作 “贡献 >。 所 以 ,要 使 各 点 小 波 变换 之 间 
没有 相关 ,需要 在 函数 族人 y,.(z) ) rP FRA IE 2E IO HE A 

可 以 看 出 ,再 生 核 方程 说 明 两 点 问题 : 

CD 连续 小 波 基 函 数 形成 了 一 组 非 正 交 的 过 渡 完 全 基 ,任意 函 数 的 小 波 展开 系数 之 间 
有 一 个 相关 关系 。CWT 是 宛 余 的 , (cs ,ro) 处 CWT 取 值 可 由 其 它 值 通过 再 生 核 构造 出 来 。 

(2) 不 是 任意 二 维 函 数 F(u,v) 都 可 能 是 一 个 函数 f(z) 的 小 波 变 换 , 小 波 变 换 必 须 满足 
再 生 核 方程 约束 。 


2.4 常见 的 小 波 基 品 数 


与 标准 傅 里 叶 变 换 相 比 ,小 波 分 析 中 用 到 的 小 波 函 数 具 有 不 唯一 性 , 即 小 波 函 数 CO 
具有 多样 性 。 许 多 函数 在 满足 有 关 条 件 下 都 可 以 用 作 小 波 ,下 面 介绍 常用 的 几 个 小 波 。 

1. Morlet 小 波 

Morlet 小 波 是 以 法 国 地 球 物 理学 家 Morlet 命名 的 ,1984 年 前 后 ,Morlet 在 分 析 地 震波 
的 局 部 性 质 时 ,发现 传 统 的 傅 里 叶 变 换 难以 达到 要 求 , 而 引 和 小波 概念 时 使 用 的 小 波 。 该 小 
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波 是 高 斯 包 络 下 的 单 频率 复 正 弦 函 数 。 其 数学 表达 式 为 


MORTE Ceot — e 2 ye f /2 (2.4.1) 
十 co 
其 满足 小 波多 许 条 件 | god= 0. 
Morlet 小 波 的 傅 里 叶 变 换 为 
TG) — (4x) ^ [e tu? — e "It a e /2 J (2. 4.2) 


Morlet 小 波 如 图 2.5 所 示 。 


(o) 
3 
2 
] 
00 5 10 w 
(a) 时 域 波形 (7)( 实 线 表 示 实 部 ， 虚 线 表示 碟 部 ) (b) Jr lt i JE |n (o) | 


图 2.5 Morlet 小 波 
从 式 (2.4.2) 可 以 看 出 , 当 w=0 PF, Co) 250 TH 24 ww 之 5,e-% ?#0, 它 近似 的 满足 容 
许 条 件 , 并 且 它 的 一 阶 导数 、 二 阶 导 数 在 w= 二 0 处 近似 为 零 。 此 时 , 式 (2. 3.3) 的 第 2 项 可 以 
忽略 ,因此 ,Morlet 小 波 通常 可 近似 表示 为 
GD =r + Ceot Je? (2.4.3) 
其 相应 的 傅 里 叶 变 换 为 
Plo) = Ga "^ [e 079^] (2. 4. 4) 
在 实际 应 用 中 ,为 了 处 理 方 便 , 常 采用 式 (2. 4. 3) 所 表示 的 Morlet 小 波 。Morlet 小 波 
是 复 值 小 波 ,能 提取 被 分 析 的 时 间 过 程 或 信号 的 幅 值 与 相位 信息 ,在 时 频 两 域 都 有 很 好 的 局 
部 性 ,常用 于 复数 信号 的 分 解 及 时 频 分 析 中 。 
2. Marr 小 波 
Marr 小 波 的 形状 像 一 个 墨西哥 草帽 ,因此 有 时 也 被 称 为 墨西哥 草帽 小 波 (Mexican hat 
function) ,如 图 2. 6 所 示 。 其 时 域 、 频 域 形 式 分 别 如 下 : 


KO Lx (=e f (2.4.5) 
VG) E ne (2.4.6) 


TE wo 一 0 处 , 平 (w) 有 二 阶 零点 ,所 以 满足 容许 条 件 ,而 且 小 波 系数 随 jw| 一 ce 衰减 较 快 ， 
比较 接近 人 眼 视觉 的 空间 响应 特性 。 
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a=1 
-i5 10 
a=2 
-I5 IO 
_ 
zL 0 S W v% 
(a)ë,, (站 的 时 域 波形 (b)|,, :(o)| 的 频 域 波形 


图 2.6 Marr 小 波 (墨西哥 草帽 小 波 ) 
3. DOG (Difference of Gaussian) 小 波 
DOG 小 波 是 两 个 高 斯 函数 之 差 , 它 是 墨西哥 草帽 小 波 的 良好 近似 ,其 波形 如 图 2. 7 所 
示 , 其 时 域 . 频 域 形式 分 别 为 


J e r -le4^ (2. 4. 7) 
Pw) — 2n (e " — et ) (2.4.8) 


在 w=0 处 , 它 的 傅 里 叶 变 换 具 有 二 阶 零点 , 即 满足 更 (0)=0 及 P (0) —0, 


0 5 10 


(a) 时 域 波形 (b) 频 域 波形 ly(w)| 


”图 2.7 DOG 小 波 
4. Harr 小 波 
Harr 小 波 是 数学 家 Harr 于 1910 年 提出 的 ,是 已 知 小 波 中 最 早 被 提出 的 小 波 , 也 是 
最 简单 的 小 波 。Harr 函数 是 一 组 互相 正 交 归 一 的 函数 集 , Harr 小 波 是 由 Harr 函数 衍生 


第 2 章 连续 小 波 变换  3l ° 


而 来 ,是 支撑 域 在 2 [0,1] 范 围 内 的 单个 矩形 波 ,Harr 小 波 波形 如 图 2. 8 所 示 。 其 数学 
表达 式 为 


1 loxicl 
$D-—4 . 1 (2.4.9) 
1 2 xul 
0 其 他 
其 频率 域 形式 为 
一 ;和 nm? Y 
Veo) = sin ( je (2. 4. 10) 
由 于 | gt) dt = 0, 但 | t (t) dz = 0 AE (o) 在 w 一 0 处 只 有 一 阶 零点 。 
Yw) 
MO) 1 
| | 
9 0.5 1.5 f 0-5 
-1 
0 
-4 -2 ' 0 2 4 w 
OLE 1727270) (b) 频 域 波形 (o0) 


图 2.8 Harr 小 波 
从 式 (2.4.9) 可 以 看 出 , Harr 小 波 在 时 域 上 是 不 连续 的 ,所 以 作为 基本 小 波 性 能 不 是 很 
好 ,但 它 的 主要 优点 是 : 
(1) 计算 简单 ; 
(2) 满足 正 交 条 件 : 
CP) ,p21))=0 
而 且 与 自己 的 整数 位 移 正 交 , 即 (VD ,y(t 一 k)) —0, 
因此 ,在 a—2/ 的 分 辨 率 系统 中 ,Haar 小 波 可 以 构成 一 组 最 简单 的 正 交 归 一 的 小 波 族 。 
5. 样 条 小 波 族 
B 样 条 小 波 建立 在 中 心 B 样 条 的 基础 上 上。 所谓“ 基数 样 条 空间 ”是 指 具 有 等 距 单 节点 的 
多 项 式样 条 函数 空间 。 一 阶 基数 B ER Bi() 是 单位 区 间 [0,1] 的 特征 函数 ， 
1 0<¿#—<—1 
B,G) = 
m" 
而 对 ”之 2,” 阶 基数 B 样 条 B, CO FHAE BUR HE XL. 


B, (t) = B, (£) x Ba: t) = [5.. (t — rr) dr 
0 
由 B, (1) 再 构造 小 波 , 具 体 过 程 参 见 第 4 章 。 
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2.5 小 波 基 函数 的 选择 


小 波 分 析 在 工程 应 用 中 ,一 个 十 分 重要 的 问题 就 是 最 优 小 波 基 的 选择 问题 ,小 波 基 函 数 
决定 了 小 波 变换 的 效果 和 效率 ,用 不 同 的 小 波 基 分 析 同 一 个 问题 会 产生 不 同 的 结果 。 目 前 
主要 通过 用 小 波 分 析 方 法 处 理 信号 的 结果 与 理论 结果 的 误差 来 判断 小 波 基 的 好 坏 , 由 此 决 
定 合适 的 小 波 基 。 有 些 情 况 下 ,也 可 以 根据 需要 解决 的 具体 问题 构造 小 波 基 函 数 。 总 的 来 
说 ,小 波 基 函 数 的 选择 可 以 从 以 下 3 个 方面 考虑 。 

(1) 复 值 与 实 值 小 波 的 选择 

利用 复 值 小 波 对 信和 号 进行 分 析 不 仅 可 以 得 到 信和 号 的 幅 值 信息 ,也 可 以 得 到 信号 相位 信 
息 ,所 以 复 值 小 波 适 合 于 分 析 计 算 信 号 的 正常 特性 。 而 实 值 小 波 最 好 用 来 做 峰值 或 者 不 连 
续 性 的 检测 。 

(2) 连续 小 波 的 有 效 支 撑 区 域 的 选择 

qO) .要 Cw) 的 支撑 区 间 , 是 指 当时 间或 频率 趋向 无 穷 大 时 ,y(2)、 亚 (w) 从 一 个 有 限 的 值 
收敛 到 0 的 长 度 。 支 撑 长 度 越 长 ,一 般 需 要 耗费 更 多 的 计算 时 间 , 且 产生 更 多 高 幅 值 的 小 波 
系数 。 连 续 小 波 基 吗 数 都 是 在 有 效 支 撑 区 域 之 外 快速 衰减 ,有 效 支 撑 区 域 越 长 ,频率 分 辨 率 
越 好 ;有 效 支撑 区 域 越 短 , 时 间 分 辨 率 越 好 。 

(3) 对 称 性 

具有 对 称 性 的 小 波 ,在 图 像 处 理 中 可 以 有 效 地 避免 相位 畸变 ,因为 该 类 小 波 对 应 的 滤波 
器 具有 线性 相位 的 特点 。 | 


$23 连续 小 波 变 换 。 33 ° 


(4) 正则 性 

正则 性 (regularity) 一 般 用 来 刻画 冰 数 的 光滑 程度 ,正则 性 越 高 ,函数 的 光滑 性 越 好 。 
通常 用 Lipschitz 指数 来 表征 函数 的 正则 性 。 小 波 基 的 正则 性 主要 影响 着 小 波 系数 重 构 
的 稳定 性 ,正则 性 好 的 小 波 , 能 在 信号 或 图 像 的 重 构 中 获得 较 好 的 平滑 效果 , 减 小 量化 或 舍 
人 误差 的 视觉 影响 。 但 在 一 般 情况 下 ,正则 性 好 ,支撑 长 度 就 长 ,计算 时 间 也 就 越 长 。 因 此 ， 
在 二 者 之 间 要 进行 权衡 。 

(5) 相似 性 

如 果 进 行 信 号 检测 , 则 应 尽量 选择 与 信号 波形 相近 似 的 小 波 。 这 里 的 相似 不 是 绝对 的 
相等 或 非常 的 接近 ,只 是 表示 一 种 趋势 。 傅 里 叶 系数 代 表 了 各 次 谐 波 分 量 在 琐 数 中 的 权重 ， 
这 一 权重 实质 上 表明 了 各 次 谐 波 和 这 一 函数 的 相似 性 ;而 小 波 分 析 是 利用 小 波 的 窗 郧 数 来 
分 段 副 近 , 小 波 系 数 的 大 小 也 反映 了 小 波 和 函数 某 段 的 相似 程度 。 同 时 函数 和 小 波 的 规则 
性 均 表 示 着 各 自 的 可 微 性 和 平滑 程度 ,这 样 按 相似 性 ,可 以 用 平滑 的 小 波 , 即 正则 性 系数 大 
的 小 波 来 表示 平滑 的 函数 ,用 不 平滑 的 小 波 , 即 正则 性 系数 小 的 小 波 来 表示 非 平滑 的 函数 。 


离散 小 站 要 换 


所 谓 离散 小 波 变换 (Discrete Wavelet Transform, DWT) 是 指 对 尺度 因子 a 和 时 移 因子 
r 的 离散 化 ,而 不 是 通常 意义 下 的 对 时 间 z 的 离散 化 。 引 入 离散 小 波 变换 的 概念 的 原因 有 
二 :其 一 ,在 实际 应 用 中 ,特别 是 利用 计算 机 进行 数字 处 理 时 ,必须 对 连续 小 波 进行 离散 化 。 
其 二 ,由 连续 小 波 变 换 的 概念 可 知 , 在 连续 变化 的 尺度 a 及 时 间 = ë F , 528 388838 yj, CO 
具有 很 大 的 相关 性 ,体现 在 不 同 点 上 的 CWT 系数 满足 重建 核 方 程 。 要 使 各 点 小 波 变 换 之 
间 没 有 相关 ,需要 在 函数 族 少 ,-( 盛 中 寻找 相互 正 交 的 基 函 数 。 通 过 将 小 波 基 函 数 gu (r rh 
的 参数 a 和 = 的 离散 化 ,以 期 能 够 找到 相互 正 交 的 基 函 数 。 


3.1 尺度 与 位 移 的 离散 化 与 离散 小 波 变 换 


尺度 因子 a Bü Br EC k, R a = ak, j = 0, £ 1, + 2, ns Ik PE FRE P S W pR 8k E: 
a; 5 g[ a? (I0 ) j 70, 1,32, 

时 移 因子 c 的 离散 化 , 先 考虑 1 一 0 时 情形 :此 时 小 波 函 数 为 y(t 一 +) ,应 存在 一 个 适合 
的 位 称 量 ,使 得 y(t 一 kro),& 二 0, 土 1,…, 能 覆盖 整个 时 间 轴 且 信 息 不 会 丢失 。 那 么 ,对 
于 其 他 尺度 j OR BE al 简称 为 尺度 门下 的 小 波 函 数 at eas? (1 一 r)] 来 讲 , 它 在 时 间 轴 上 
的 宽度 是 (CO BH a 倍 ,因此 ,在 时 间 轴 上 的 位 移 量 也 应 是 y(z) 的 位 移 量 c 的 al 倍 。 所 以 ， 
当 尺 度 因子 a=at jj 一 0, 士 1, 士 2,…. 时 ,时 移 因 子 应 到 r* 一 are。 即 离散 化 后 的 小 波 函 数 为 


as tpLasi Gt—hkairo) ]=as fy(arit—hkr) j b€ Z (3.1.1) 
调整 时 间 轴 使 An Ed E D SECO — Aek, TE, BECA pa BJ N UE PROC 
dja (D a; * d (ait —k) j REZ (3.1. 2) 


ARG. 1. 2) 的 小 波 函 数 为 “ 基 ?” 进 行 小 波 变换 就 得 到 离散 小 波 变换 。 于 是 有 以 下 定义 : 
定义 3.1.1 HE ODE LL R) a> ERR, uiu (D ar glaz tk) ,jkEZ, 则 称 
WT,G 人 一 | fe ya: (3.1, 3) 
为 f(z) 的 离散 小 波 变换 ， 
离散 小 波 变换 是 尺度 一 位 移 相 平面 的 规则 分 布 的 离散 点 上 的 函数 ,与 连续 小 波 变换 相 
比 , 少 了 许多 点 上 的 值 , 因 此 ,自然 就 会 引起 如 下 两 个 问题 : 
CO 离散 小 波 变换 WT, U ROETES T PRÉC f(t) 的 全 部 信息 ,或 者 说 ,能 不 能 由 
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WT (j,k) 重 构 原 函数 (2); 
(2) 是 否 任意 函数 f(z) 都 可 以 以 .a(t) AE ERER, MAO = X) Capia Ct) ,如 
jrkEZL 


果 可 以 ,Ci 是 什么 ? 
下 面 我 们 将 会 看 到 ,这 两 个 问题 的 答案 是 统一 的 ,都 与 框架 有 关 。 


3.2 小 波 框架 与 Reisz 基 


函数 空间 的 框架 是 阴 数 空间 “ 基 ” 的 一 个 推广 概念 ,车 这 种 “ 基 ” 还 是 由 小 波 孙 数 构成 , 则 
它 就 称 为 小 波 框架 。 

第 1 章 中 介绍 了 框架 的 概念 。 设 五 为 一 Hilbert 空间 , { 几 ) ez 为 台中 的 一 个 函数 序 
列 , 若 对 于 任意 SEH FE 0<A 二 B<o0 ,使 得 

A| f£l* < Dwe P < BI f l? 
JEZ 

则 称 {y;)jez 为 一 个 框架 ,其 中 A、B 分 别称 为 框架 的 上 、 下 界 。 当 A=B 时 , 称 此 框架 为 一 
紧 框 架 。 将 框架 的 概念 应 用 到 小 波 分 析 , 可 以 得 到 小 波 框架 。 

定义 3.2.1 设 yO 四 是 基本 小 波 函 数 ,y,。 (D =a ? d (ag ^t k) j kE ZATEN 
SOEL’ R), 有 

AFIS 22 Gol < B| f 2.0 < A< B<+ co (3.2.1) 

则 称 (o (t) ) cz 构成 了 一 个 小 波 框架 。 

zi ba (D ez 还 是 线性 无 关 的 , 即 当 2) C; api Ct) 一 0 时 , 必 有 om = 0, WIR (du G) } jrez 
为 Reisz 基 。 

至 此 ,我 们 来 讨论 3.1 节 提 出 的 两 个 问题 。 


事实 上 , 车 问题 (1) 成 立 , 则 问题 (2) 肯定 成 立 。 假定 问题 (1) 成 立 , BD XJ + 
FOEL R) MA WT, (Gk) 一 《了 ,y(t)) 重 构 fCO ,有 


fo = DF ps) qia ' (38.2, 2) 
ju 


其 中 du O E y. GO BU XL. É t dE E J 3 p Co BS h HE 39 Z, WJ xF FE fr 
EDEL (CR), 有 


GP = (f. = (DF fs) Gag) 
j. k 


= >) Gu (Q; gy = da (a P) 
jk jok 


= (Dg Gi po f) (3.2.3) 
FE 
于 是 有 
g 21(g, dida (3. 2. 4) 
jk 


式 (3.2.4) 说 明 , 任 意 gG € L* ORO WI Hp (2) 线 性 表示 出 ,这 即 是 问题 (2) 成 立 。 因 
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此 ,对 于 上 两 个 问题 ,只 需 讨论 问题 (1) 靶 可 。 

由 直观 就 可 知 ,对 于 不 加 限制 的 尺度 间隔 ao .时 间 间 隔 有 所 得 到 的 小 波 函 数 ga C) AA 
应 的 离散 小 波 变换 WT (j,k) 不 一 定 包含 了 f (2) 的 所 有 信息 ,此 时 ,由 WT (j,k) 就 不 一 定 
能 重 构 f(z)。 因 此 ,要 想 由 离散 小 波 变换 WT Cj RO ERI (2), 就 需要 对 uua C1) 有 所 限制 ， 
而 满足 小 波 框架 定义 式 (3. 2. 1) 就 是 对 gj, (2) 的 一 种 限制 。 下 面具 体 讨论 离散 小 波 的 重 构 
问题 。 


3.3 离散 小 波 的 逆 变 换 与 重建 核 


对 满足 小 波 框架 条 件 的 离散 小 波 变换 WT, (j,k) 二 《f(z) s 6, Ct), f Ca) BEIC [8] EB 
如 下 。 
(D XM A=B=1 时 ,有 


fO) = 2) WT, G 49;4Q) (3.3.1) 
事实 上 ,此 时 式 (3. 2. DER ü 
LAS 20s (3.3.2) 
(pa D jiwez 构 成 L? (RR) 的 标准 正 交 基 , 所 以 
f = 2 Ciapa G) (3.3.3) 
Cf du? = D Oja Ga ide (3. 3. 4) 
HFG RACM nR, Ga de? =0, BELL I 
Cnn =<span) m n€ Z (3. 8. 5) 
于 是 有 
大 = 24 0 odia CO (3. 3. 6) 


A=B=1 时 ,小 波 框架 是 小 波 正 交 基 。 
(2) 当 4 王 B 天 1 时 ,有 
J = A! Ý Sopi pia (3.3. 7) 
nn 


(3) M Az BB = 2 1«1 时 , 则 有 
2 
fO) = res P 十 > (3.3.8) 


RF r Ezi | f 1 阶 的 。 


这 种 框架 为 几乎 紧 框 架 。 
(4) 当 4 关 B, 也 不 是 几乎 紧 框 架 时 ,有 


fO) = $YGGswodu0 (3.3.9) 
j»k 


第 3 章 离散 小 波 变换 =< 37 ° 


其 中 ;pnt 是 ja 的 对 偶 小 波 。 
下 面 我 们 来 说 明 式 (3. 3. 9) 。 
>4 A= BB, 2 (GP dia dua QOO 就 不 能 保证 与 fO) 相等 , 记 gC) = 2 SET RECO 
Ff» , WJ 
f(D) = Fg) = F` > (Fogad ua CO 
= D Ugo F yu CO 
又 记 Fy4Q)— Jia CO , 则 
f(t) = > (fa Pia D 
# j;jí,C0 & Q COBU TBAROE RE : 
Jia (D =a?  Caz/t—k) (3. 3. 10) 
则 式 (3. 3. DRZ. 
上 面 4 条 说 明了 在 各 种 情况 下 由 小 波 框架 表示 函数 或 由 框架 对 应 的 离散 小 波 变换 重 构 


函数 的 公式 ,其 中 式 (3. 3. 9) 是 最 一 般 情 形 的 表达 式 , 但 它们 不 能 直接 应 用 ,需要 首先 寻求 
dia DRIE y(t)。 有 关 对 偶 小 波 的 内 容 比较 复杂 ,在 此 只 给 出 如 下 结论 。 


定理 3.1 Wt (ya (D juez ERN AB 的 小 波 框架 , 记 Ff = Guida Ct) MI 
ph 
dj; | CO 的 对 偶 小 波 Jia) = F` gja Ct) 也 构成 一 个 框架 , 且 
B'| fF «IOS dg (3.3.11) 


一 般 情 况 下 小 波 框架 uu OARE HAEN RERE. FH IE, HE 28 PME BR] ERE 
小 波 变换 所 含 信息 是 宛 余 的 。 从 下 述 表述 中 可 更 清楚 地 看 到 这 一 点 。 在 紧 框 架 下 : 


fa) = t DWT G Dga (3. 8.12) 
pk 
而 在 (jo ; ko ) 处 的 离散 小 波 变换 为 
WT, G0) = | FO di, a, Ct 


J. 


YT, Gowa NOT 
ji 


1 
A 
> WT, Gg Df saco "TS (dt 
jek 


= 1 
A 
= Z EWT GR G skoje sko) (3. 3. 13) 
其 中 
Ky, (j,k,jo sko) = | ba D Bn Dd (3. 3. 14) 


和 连续 小 波 变换 的 情况 类 似 , 式 (3, 3. 13) 表 明了 Go ko ) 处 的 小 波 变换 与 其 他 离散 点 
(7,) 处 的 小 波 变换 的 关系 , 它 由 周围 其 他 点 的 小 波 变换 “线性 表 出 ”, 而 这 个 “周围 > 由 式 
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(3.3. 14) 所 确定 ,使 得 &, Cj ee jo ,ko ) 不 为 零 的 所 有 的 点 (j,k&) 上 的 小 波 变 换 都 对 (jo sko) M 
处 的 小 波 变 换 作 “ 贡 献 ”, 称 这 里 的 & 为 离散 小 波 变 换 的 再 生 核 。 


3.4 —ihk u k XE GARA JL iy $ d 


二 进 小 波 介 于 连续 小 波 和 离散 小 波 之 间 , 它 只 是 对 尺度 因子 进行 了 离散 化 ,而 在 时 间 域 
上 的 时 移 因子 仍 保持 连续 变化 ,因此 二 进 小 波 变换 仍 具 有 连续 小 波 变换 的 时 移 不 变性 ,这 是 
它 较 之 离散 小 波 变换 所 具有 的 独特 优点 。 也 正 因 为 此 , 它 在 奇异 性 检测 .图 像 处 理 方 面 有 重 
要 的 作用 。 二 进 小 波 一 般 采 用 眷 积 型 小 波 变换 进行 定义 。 

3.4.1 卷 积 型 的 小 波 变换 

对 于 小 波 变换 的 定义 ,前 面 介 绍 的 都 是 内 积 型 的 定义 WT a D= E) 4 CÓ CE BU 
参考 书 上 也 称 为 相关 型 定义 ) 。 另 外 一 种 定义 是 卷 积 型 的 小 波 : 

WT,(s,r) = fCO * 4 CO =Í. fe) (ea 


Xd. o Le(-) 。 在 卷 积 定 义 中 ， ,比例 系数 是 (而 内 积 型 定义 的 比例 系数 为 三 )， ,而 


且 用 卷 积 代替 了 内 积 ,但 是 卷 积 型 定义 与 内 积 型 定义 之 间 实 质 上 是 等 效 的 ,可 以 相互 转换 。 
只 要 取 AG) — CoD ,就 可 以 得 到 内 积 型 定义 , 即 ; 
S 


fe x pC) = zl, fa z (7 —)a = Jon (E) = (fO) rhn QD) 
Š 


3.4.2 二 进 小 波 变换 

对 于 尺度 及 平移 均 离 散 变 换 的 小 波 序 列 , 若 取 离 散 栅 格 的 ce 一 2,Ar=0, 即 相当 于 连续 
小 波 只 在 尺度 上 进行 了 二 进 制 离散 a=2i, 而 位 移 仍 取 连 续 变 化 , 称 这 类 小 波 为 二 进 小 波 ， 
表示 为 


do. CO m 27 (2; 
在 讨论 二 进 小 波 变换 及 逆 变 换 公式 时 ,我 们 仍 借用 离散 小 波 框架 理论 对 其 进行 分 析 。 
定义 3.4.1 设 fO. € L' (RO ,0GbD 的 傅 里 时 变换 为 更 (w) , 称 
WT; (2 ,0) = fx gh; (D = zl. fa e(t 
为 AGO) 的 二 进 小 波 变换 。 
如 果 /Fi 的 二 进 小 波 变换 WT, (2; ,zt) 能 重 构 f (e) ,应 该 对 更 (w) 有 某 些 限制 。 
定义 3.4.2 若 存在 常数 0< 4 过 8B 一 十 co ,使 
A< » I| V('w)|* «B (3.4.3) 


JE 了 


=) (3.4.1) 


Jat (3.4.2) 
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则 称 式 (3.4. 2) 定 义 的 小 波 变 换 为 稳定 的 , 式 (3.4. 3) 称 为 稳定 性 条 件 ; 若 4 一 B, 则 称 为 
最 稳定 条 件 。 

下 面 可 以 看 到 , 式 (3.4. 3) 是 保证 由 二 进 小 波 变换 WT, (2 ,rz) 可 以 重 构 f OO B BE, Im 
满足 式 (3. 4. 2) 的 函数 y(z) 的 是 容许 小 波 。 

3.4.3 二 进 小 波 变换 的 逆 变 换 


二 进 小 波 变换 的 遂 变 换 也 需要 借助 框架 的 概念 。 
定理 3.2 车 内 DEZECR) 满 足 式 (3.4.3), 则 二 进 小 波 变换 WT, (250) =fr c GO 
满足 : 
A| f: < > IWT D 2 < B| f 2, f € L° (R) (3. 4. 4) 


由 框架 定义 知 {WTj (2/0) )ez 构 成 一 个 小 波 框架 ,因此 由 它 可 以 重 构 f(t)。 其 重建 
公式 为 
fo = D| wr, Go pa (Ode 
k€ Z 
其 中 ,Ze (O78 du ,人 9 的 对 偶 框 架 , 其 取 值 根 据 框架 的 不 同 可 以 分 为 : 
OD 当 A=B=1( 紧 框架 ) 时 ,yz,. (7) 二 5. G) , 重 构 公式 为 ; 


fo = HD wr, o qo Ode (3. 4. 5) 
kez 

(2) 8 A=BZ1 Bl do 0) — po C) BEWARA: 

fa = t | WT 2e)» gpr (de (3. 4. 6) 

A kez 
(3) 当 B/A=s1 时 ,可 以 取 一 阶 近似 为 de (OD = gi CO (3.4.7) 
(4) 当 B/A 污 1 时 ,可 以 采用 高 阶 近似 或 递 推 方法 ,但 比较 复杂 ,实际 应 用 不 多 。 
3.4.4 二 进 小 波 变换 的 性 质 
CD 与 离散 小 波 相 同 ,二 进 小 波 也 一 定 是 一 个 允许 小 波 , 且 有 
Aln 2 < M drw a, < Bln 2 
Aln2« |, [Cw a, < Bln 2 


特别 是 , 当 A=B 时 ,有 
c, = |. VG? “du = Aln 2 (3. 4,8) 
R w 


(2) 二 进 小 波 变 换 是 宛 余 的 

由 框架 的 理论 可 知 , 当 不 满足 A 二 B==1 时 ,框架 是 完 余 的 , 即 二 进 变换 系数 之 间 具 有 一 
定 的 相关 性 ,它们 之 间 的 关系 满足 重建 核 方 程 。 下 面 讨 论 紧 框 架 情 况 下 的 重建 核 方程 。 

紧 框 架 (4=B) 时 ,由 式 (3.4.5) 和 式 (3.4.6) 可 知 ,重建 公式 为 
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fa = LY | WT 2,0). ga (Ddr (3.4.9) 
&cz 


由 于 


WT,(27,0) = f) * Ju, G) = z [o . [>] 
当 尺 度 为 m, 平 移 为 zo 时 ,小 波 变换 系数 为 
WT,",n)— 2: | ro (ja 


1af [>] WT (2 ,7)- ge. dr | e(&z)a 


EE | Df wr o[e (ss). s(t)e] dr 


A23 21 kEZ 


= +>] WT; (r) ° K, (m sTo ;j | r) da 
A kez 


其 中 


w - ha] C) (eto a 


此 即 为 二 进 小 波 变换 紧 框 架 下 的 重建 核 方 程 。 由 该 方程 可 知 ,并 不 是 任意 函数 序列 
(gz Ce) }xez 都 可 以 作为 茶 一 函数 的 二 进 小 波 变 换 , 而 只 有 当 它 们 满足 重建 核 方 程 时 , 才 可 
看 做 为 某 一 函数 的 二 进 小 波 变换 。 
(3) 二 进 小 波 具 有 时 移 不 变性 , 即 若 
fa 0 fü-—rn) 
设 ji 的 二 进 小 波 变换 为 WT, Q2" 0 f. (0 的 二 进 小 波 变换 为 WT (27 c) WA 
WT7r(2"r) 一 WTr(2"r 一 上 ) (3.4.11) 
证 明 
WT,(2",:)— f.) * don Tt) 
= 2: | fa—oe(E ja: 
= 2| rang EE E : Jar 


= WT,(2",r—n) 
Bp f(z) 平 移 的 二 进 小 波 变 换 等 于 它 的 二 进 小 波 变 换 的 平移 。 这 个 性 质 非常 重要 ,在 许多 工 
程 应 用 中 有 重要 的 实用 价值 。 
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多 分 辩 率 分 析 与 正 交 Z 
小 波 的 构造 Che t 


小 波 变 换 中 的 伸缩 参数 实质 上 描述 了 观测 信和 号 的 范围 ,也 就 是 尺度 。 在 图 像 处 理 中 称 
之 为 分 辨 率 。 所 以 小 波 变换 也 可 以 理解 为 信号 的 多 分 辨 率 分 析 。 多 分 辩 率 分 析 和 时 - 频 分 
析 一 样 ,是 理解 小 波 变换 的 基本 概念 。 

多 分 辨 率 分 析 (Multi-resolution Analysis, MRA) 又 称 为 多 尺度 分 析 , 是 1988 ££ S, Mallat 
在 构造 正 交 小 波 基 时 提出 的 。 该 理论 从 函数 分 析 的 角度 给 出 了 正 交 小 波 的 数学 解释 ,在 空 
间 的 概念 上 形象 地 说 明了 小 波 的 多 分 辨 率 特 性 ,给 出 了 通用 的 构造 正 交 小 波 的 方法 ,将 之 前 
所 有 的 正 交 小 波 构造 方法 统一 起 来 ,并 类 似 仁 里 叶 分 析 中 的 快速 傅 里 叶 算 法 ,给 出 了 小 波 变 
换 的 快速 算法 Mallat 算法 ,其 思想 又 可 以 同 多 采样 率 滤波 器 组 的 理论 结合 起 来 ,使 小 
波 在 计算 上 变 得 可 行 。 

本 章 将 首先 介绍 多 分 辩 率 分 析 的 数学 理论 ,然后 引入 与 小 波 孙 数 y(t) 紧 密 相 联 的 另 一 
个 分 析 函 数 一 一 尺度 函数 9 (2) ;通过 滤波 器 组 和 函数 空间 分 解 两 条 途径 引入 多 分 辩 率 的 一 
些 直观 的 概念 ;介绍 多 尺度 分 析 中 的 二 尺度 方程 的 简单 推导 及 时 域 、. 频 域 表 示 方 法 ;同时 ,多 
尺度 分 析 也 给 出 了 L?(R) 空 间 的 正 交 分 解 方案 ,从 而 导出 多 尺度 的 正 交 小 波 构造 算法 , 介 
绍 应 用 比较 广泛 的 双 正 交 小 波 。 最 后 ,将 一 维 多 分 辨 率 分 析 扩 展 到 二 维 情况 。 
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多 分 辨 率 分 析 是 一 种 由 粗 到 精 对 事物 的 逐 级 分 析 方 法 ,其 思想 可 以 用 照相 机 焦距 与 景物 
的 局 部 与 全 局 的 关系 来 解释 ,如 图 4.1 所 示 。 用 镜头 观察 目标 FOOD ,小 波 的 基 函 数 y,: (世代 
表 镜 头 所 起 的 作用 。 时 移 因 子 = 相当 于 使 镜头 相对 于 目标 平行 移动 ,尺度 因子 a 的 作用 相 
当 于 镜头 向 目标 推进 或 远离 。 

当 尺度 因子 a 较 大 时 ,视野 宽 , 主 要 对 低频 成 分 进行 分 析 , 可 以 观察 信号 的 概 狐 ,反之 ， 
HRE 较 小 时 ,视野 罕 , 主 要 对 高 频 成 分 进行 分 析 , 可 以 观察 信号 的 细节 。 

形象 一 点 说 ,多 分 辩 率 分 析 就 是 要 构造 一 组 函数 空间 ,每 组 空间 的 构成 都 有 一 个 统一 的 
形式 ,而 所 有 空间 的 闭 包 则 至 近 L (R)。 在 每 个 空间 中 ,所 有 的 函数 都 构成 该 空间 的 标准 
化 正 交 基 ,而 所 有 的 函数 空间 闭 包 中 的 函数 则 构成 L?(R) 的 标准 化 正 交 基 。 那 么 ,如 果 对 
信号 在 这 类 空间 上 进行 分 解 ,就 可 以 得 到 相互 正 交 的 时 频 特 性 。 而 且 由 于 空间 的 数目 是 无 
限 可 数 的 ,可 以 很 方便 地 分 析 我 们 所 关心 的 信号 的 某 些 特性 。 

下 面 简要 介绍 一 下 多 分 辩 率 分 析 的 数学 基础 。 
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J 以 较 低 频 
” 率 作 分 析 


平移 方向 r 
图 4.1 小 波 变 换 的 粗略 解释 
定义 4.1.1 空间 LL:(R) 中 的 多 分 辨 分 析 是 指 满 足 如 下 性 质 的 一 系列 闭 子 空间 


(Viliez. 
QD 一 臻 单调 性 :Vj CV; B, 
eV CVCV CV CV (4.1.1) 
@ 上 完整 性 : UV 一 二 CR) (4. 1. 2) 
@ 下 完整 性 : N Va= (0) (4. 1. 3) 
D 伸缩 规则 性 ; f(D€V;efaqucev, (4.1. 4) 
O 平移 不 变性 : fO EV>fa—k)EV, kCZ (4. 1. 5) 
© 正 交 基 存在 性 :在 V, 中 存在 一 个 正 交 基 % ,该 正 交 基 张 成 了 Vo , Bil 
V, = span(gG — Dj, [G k0$G— kade = à, (4.1. 6) 


其 中 正 交 基 存在 性 条 件 可 以 放宽 为 Rieze 基 存 在 性 ,因为 由 Rieze 基 可 以 构造 出 一 组 正 
交 基 来 。 

3 (400—428 hez 2l] V, 的 正 交 基 , 则 根据 式 (4. 1. 40,4 (02 927 * 4 (272 — E) 必 为 
子 空间 V 的 标准 正 交 基 。 

由 多 分 辨 率 分 析 的 定义 我 们 可 以 知道 ,所 有 闭 子 空间 {Vj}jez 都 是 由 同一 个 尺度 函数 
$C 四 伸缩 后 的 平移 系列 张 成 的 尺度 空间 ,其 相互 包含 关系 如 图 4. 2 所 示 , 称 $8(?) 为 多 分 辩 率 
分 析 的 尺度 函数 ,V; 称 为 尺度 空间 。 

下 面 将 进一步 讨论 尺度 函数 和 尺度 空间 。 


4.2 闭 子 空间 (Vj;)jez 相 互 包含 关系 
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4.2 尺度 函数 与 尺度 空间 


RIEL OO dd 4 024 (1 一 ) 为 其 整数 位 移 。 若 $, CD WS E 
(& CE) be (0) 8, kk Z (4.2. 1) 
则 称 $8(2) 为 尺度 函数 。 
类 似 于 小 波 函 数 ,使 $(2) 在 平移 的 同时 ,再 进行 伸缩 , 则 得 到 一 个 尺度 与 位 移 均 变化 的 
函数 系列 
$;a (13 27$ $(2771 — k) (4. 2. 2) 
BÀ5.45,0)€L' (R), 
在 此 基础 上 可 以 定义 尺度 空间 : 
V;—span($,4 00] (4.2. 3) 
式 (4. 2. DRRR- IB AE LEE j 上 的 平移 函数 系列 pu GO SELL 2 H 5 A, V; CL? (RO , 称 
V; 为 尺度 7 下 的 尺度 空间 。 
34 j=0 时 ,尺度 函数 p(t) 的 整数 平移 函数 系列 张 成 的 子 空间 Vo 为 
Vo=span($ (1) (4. 2, 4) 
d f(t)EVoCL(R) ,根据 1.2.1 节 介绍 的 内 容 , 由 函数 序列 张 成 的 空间 式 (1. 2. 3)， 
则 有 
f(t)= Deag = 21486 (0) (4. 2, 5) 
同 理 对 任意 的 PO») € V; A 
f= 2104/4 0) (4. 2. 6) 


由 上 所 述 ,不 同 尺度 了 下 的 尺度 函数 序列 (g C } 张 成 了 不 同 的 函数 空间 V, , 随 着 7 
的 增 大 及 式 (4. 2.2) , 取 & 一 2 Ar 其 实际 的 平移 间隔 2 Ar 也 随 之 增 大 ,因此 VY; 空间 中 的 线 
性 组 合 就 无 法 表示 小 于 该 尺度 的 细微 变化 。 这 就 如 人 在 观察 某 一 目标 ,尺度 7 相当 于 人 离 
目标 的 距离 。 


4.3 小 波 函 数 与 小 波 空间 


由 以 上 分 析 可 知 ,多 分 辨 率 分 析 的 一 系列 尺度 空间 是 由 同一 尺度 函数 在 不 同 尺度 下 张 
成 的 ,也 即 一 个 多 分 辩 率 分 析 {Vi )jez 对 应 一 个 尺度 函数 。 BAR UV =L (R) ,但 由 式 
(4.1. DÆ, (V; )jez 空 间 相互 包含 ,不 具有 正 交 性 ,如 图 4.2 所 示 。 因 此 它们 的 基 $,; (0 = 
2- 了 8(2 元 一 ) 在 不 同 尺度 之 间 不 具有 正 交 性 ,也 即 (4, (2) )jezaez AS BÉ TE 2I L^ RZ N 
的 正 交 基 。 

为 了 寻找 一 组 L2 (了 R) 空 间 的 正 交 基 , 我 们 定义 尺度 空间 {V; )iez 的 补 空间 如 下 ， 
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设 W,, X V, 在 V1 中 的 补 空间 ,如 图 4.3 所 示 , 即 
V mi SV n @ W, .W, LV, (4.3.1) 


4.3 小 波 空 间 与 尺度 空间 关系 示意 图 


显然 ,任意 子 空间 W, 与 W, 是 相互 正 交 的 (空间 不 相交 ) ,并 且 W, LW, , 24 mAn B. 
mynEZ 时 ,由 式 (4.1.1) 和 式 (4.1.2) 知 : 


L'(R)= @ W, (4. 3. 2) 
因此 , (W; yiez 构 成 了 L^ (R) 的 一 系列 正 交 子 空 间 。 并 且 , 由 式 (4. 3.1) 得 
W,=V_,—V, 
H 
W;=V;- V; (4. 3. 3) 
车 fF O)€W,,Jj FEV —V..lxXO.1. 4) mf, (2 iC V, V; t B 
fa)€W,of(271)€W, (4. 3. 4) 


ER Goa RC Z) 为 空间 W, 的 一 组 正 交 基 CW, 的 正 交 基 可 能 有 许多 ,我 们 取 其 中 一 组 来 讨论 并 
假设 y(z) 满 足 可 容许 条 件 ) ,由 式 (4. 3. 4) 对 所 有 尺度 JEZ, (4 (0) 72$ (2 7t kE Z) D 
为 空间 W, 的 正 交 基 。 由 此 再 根据 式 (4. 3. 3), yi 的 整个 集合 pua EZEZ 必然 构成 了 
L' (RR) 空间 的 一 组 正 交 基 。 

按照 离散 小 波 基 的 定义 ,此 处 的 gja (1) 正 是 由 同一 母 函数 伸缩 平移 得 到 的 正 交 小 波 
基 。 因 此 可 称 y 为 小 波 函 数 , 相 应 地 称 W, 是 尺度 为 了 的 小 波 空间 。 

由 式 (4. 3. DARC. 3. 3) 可 知 ,小波 空间 是 两 个 相 邻 尺度 空间 的 差 。 从 图 4.2 也 可 看 
出 小 波 空间 同 尺度 空间 的 关系 。 
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可 以 从 滤波 器 和 函数 空间 分 别 引入 多 分 辩 率 分 析 的 概念 。 

4.4.1 由 理想 滤波 器 组 引入 多 分 辩 率 分 析 的 概念 

当 信号 的 采样 率 满足 Nyquist 要 求 时 , 归 一 频带 必 将 限制 在 一 x 一 十 x 之 间 。 此 时 可 分 
别 用 理想 低 通 与 理想 高 通 滤波 器 H 55 G 将 它 分 解 成 (对 正 频率 部 分 而 言 ) 频 带 在 0 


低频 部 分 和 频带 在 也 ~ 的 高 频 部 分 ,分 别 反映 信号 的 概貌 和 细节 ,如 图 4.4 所 示 。 因 为 频 


第 4 章 多 分 辩 率 分 析 与 正 交 小 波 的 构造 。 ， 45 ° 


带 不 交 秋 ,因此 处 理 后 两 路 输出 必定 正 交 ,而 且 由 于 两 种 输出 的 带宽 均 减 半 , 因 此 采样 率 可 
以 减 半 而 不 致 引起 信息 的 丢失 。 图 中 符号 2 表示 “二 抽取 ”, 该 环节 将 输入 序列 每 隔 一 个 
输出 一 次 (例如 只 取 偶 数 ) ,组 成 长 度 缩短 一 半 的 新 序列 。 


X(w) 


aLk-- 
€ 


-n -«/2 0 n2 


E] 4.4 信号 的 频 域 分 解 处 理 示意 图 
对 每 次 分 解 后 的 低频 部 分 可 利用 类 似 的 过 程 不 断 重复 分 解 下 去 如 图 4. 5(a) 所 示 , 每 一 
级 分 解 把 该 级 输入 信号 分 解 成 一 个 低频 的 粗略 逼近 ( 概 摇 > 和 一 个 高 频 的 细节 部 分 。 而 且 每 
级 输出 采样 率 都 可 以 再 减 半 。 这 样 就 将 原始 z (7) 进行 了 多 分 辨 率 分 解 。 
由 此 可 以 引出 以 下 概念 。 
1. 频率 空间 的 剖 分 
如 果 把 原始 (2) 占 握 的 总 频带 (0~x) 定 义 为 空间 V, ,经 第 一 级 分 解 后 Vo 被 划分 成 两 


个 子 空间 低频 的 V, (频带 0 一 于 ) 和 高 频 的 Wi( 频 带 他 ~) ;经 第 二 级 分 解 后 Vi! 又 被 剖 分 


成 低频 的 V, (频带 0 一 二 ) 和 高 频 的 W, OUT. — 0 LAE 4. 5(b) 所 示 。 这 种 子 空间 前 分 
过 程 可 以 记 作 ， 
V.=V, O W,,V; =V, OG WV; =V; OW; (4.4.1) 
其 中 各 W, ERR Vi- 空间 信号 细节 的 高 频 子 空间 , 是 反映 V, Z= A = R RAT 
空间 。 将 式 (4.4.1) 依 次 代入 ,可 见 这 些 子 空间 之 间 有 以 下 特性 ; 
BREE :V DV DV: D o 
ARER: 
V,—W, @ V,=W, @ W, @ V,=--=W, QW, G--OW, OV, 42) 
2. 各 带 通 空 间 W, mto 性 


如 图 4. 5(b) 所 示 , 友 ,空间 的 中 心 频率 为 荆 r, 带 宽 为 SW, 空间 的 中 心 频率 


为 计较 Wi 减 半 ,而 其 频带 为 于 一 于 一 下 ,也 较 W, 减 半 ;…。 品 质 因数 一 带宽 /中 心 频 


率 ,可 见 各 W, 的 品质 因数 是 相同 的 。 
3. 各 级 滤波 器 的 一 致 性 
各 级 的 低 通 滤波 器 互 .高通 滤 波 器 G 是 一 样 的 。 这 是 因为 前 一 段 输 出 被 二 抽取 ,而 滤 


波 器 设计 是 根据 归 一 频率 进行 的 。 例 如 ,第 一 级 H 的 真实 频带 是 0—3- CT. 是 输入 的 采样 


间隔 ) ,其 归 一 频率 则 是 0— ( 注 : 归 一 频率 = 真实 频率 X 采 样 间隔 ) 。 第 二 级 H 的 真实 频 
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带 虽 是 0 一 么 ,但 归 一 频率 却 仍 是 0 一 邢 ,因为 第 二 级 输入 的 采样 间隔 是 2T., 而- X 


(b) Ji 3 E [RI 8] 8] 4 
4.5 频带 的 逐 级 剖 分 
信号 经 分 解 后 可 以 进行 重 构 , 重 构 是 分 解 的 逆 过 程 ,其 步骤 如 图 4.6 所 示 。 每 一 支 路 首先 
作 “ 二 插值 ”, 即 在 输入 序列 每 两 个 相 邻 样本 之 间 补 一 个 零 ,使 数据 长 度 增 加 一 倍 ,从 而 恢复 二 
抽取 前 序列 的 长 度 。 然 后 作 相 应 的 低 通 或 带 通 滤波 H 和 G, 其 目的 是 平滑 补 零 后 的 波形 ,也 
就 是 去 掉 补 零 后 的 镜像 谱 。 从 时 域 上 看 ,理想 滤波 就 是 把 各 样本 值 乘 以 插值 卫 数 (sinc 函数 )， 
再 移 位 求 和 ,以 恢复 原 信 号 。 在 逐 级 重 构 的 过 程 中 实现 了 对 信号 由 粗 及 精 的 观察 。 


图 4.6 信和 号 的 重 构 
以 上 只 是 对 多 分 辨 率 分 析 的 粗略 说 明 ,目的 是 初步 建立 空间 剖 分 概念 和 滤波 器 组 框架 。 
下 一 节 将 从 也 数 空间 训 分 角度 进行 讨论 ,并 和 小 波 变 换 相 联系 ,不 受 H # G 为 理想 滤波 器 
的 约束 。 


4.4.2 ”从 消 数 空间 的 剖 分 引 人 多 分 辩 率 分 析 的 概念 
在 二 分 情况 下 ,Mallat 从 函数 的 多 分 辨 率 空间 分 解 概 念 出 发 ,在 小 波 变换 与 多 分 辨 率 
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分 析 之 间 建 立 起 联系 。Daubechies 把 由 函数 空间 分 解 引出 的 多 分 辨 率 分 析 概 念 和 由 离散 
序列 入 手 的 金字 塔 式 压缩 编码 两 种 殊途同归 的 方法 的 异 间作 了 总 结 ,并 且 初 步 与 滤波 器 组 

把 平方 可 积 的 函数 /GD)EEL*(R) 看 成 是 某 一 逐 级 逼近 的 极限 情况 。 每 级 逼近 都 是 用 
尺度 函数 $C) 对 f(z) 作 平滑 的 结果 ,只 是 逐 级 瘟 近 时 $ (1) 也 作 逐 级 伸缩 ,也 就 是 用 不 同 分 
BEER XE BGB SEAT RT ERO fr ,这 就 是 “多 分 辩 率 ”得 名 由 来 。 更 具体 地 说 ,其 中 包括 以 
下 概念 : 

函数 空间 的 逐 级 剖 分 ,出 发 点 与 上 节 相 似 , 把 空间 作 逐 级 二 分 解 产生 一 组 逐 级 包含 的 子 
空间 : 

,Vo=Vi OG Wi VSV; e W, , ° V, =V; e Wi Ut 
j 是 从 一 = 到 十 cc 的 整数 ,7 值 越 小 空间 越 大 。 图 4. 7 是 这 一 前 分 的 示意 图 。 


° 
e 
e° 
y @ W, 
m 
V @ w, 
一 一 一 
V 6 W, 
° 
° 
° 
° 
e Vya 
V, 
A 
m 
V ew, f 


图 4.7 ZANIER 
而 且 剖 分 是 完整 的 , 即 : 
当 7 一 十 co 时 V >L’ OR) ,包含 整个 平方 可 积 的 实 变 函 数 空间 。 在 逐 级 包含 的 条 件 下 ， 
等 效 于 : 


Uv-r (R) (4.4.3) 
当 7 一 一 ce 时 V; (0) ERRER BU AE F AAT: 
QVi= 0) (4. 4. 4) 
根据 
V, Wa O WO Wers@ = OW, 
WR £— +o, W); | 


L'(R)=---@ W,,, DWD W, O= OW; (4. 4. 5) 


j 
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这 实际 上 是 对 L° (R) 空 间 进行 了 正 交 分 解 。 
上 述 章 分 方式 显然 保证 了 空间 V, 和 空间 W, 正 交 , 且 各 W, 之 间 也 正 交 : 
V; LW, (4. 4. 6) 
W; | Wi, j#J (4.4.7) 
由 于 {Vj)jez 满 足 式 (4.1.4) 伸 缩 规则 性 和 式 (4. 1. 5) 时 移 不 变性 ,因此 可 进一步 进行 
B. 
在 上 述 基础 上 对 各 子 空间 内 的 结构 作 进一步 分 析 如 下 。 
COD 子 空间 V, : 2 V, 中 尺度 函数 为 $01); 它 的 整数 移 位 集合 (8 (GC b) ;REZ) 是 Vo 中 
的 正 交 归 一 基 。 正 交 归 一 性 可 记 作 : 
CER) gtk SECR) 
或 
Choa CE) s do. (一 SC 一色 ) (4.4.8) 


式 中 ha COR gra CO T SL I1 E j =0 时 的 形式 ,也 就 是 $1 一 k)。 又 根据 正 交 归 
一 性 ,有 ， 

[god = 1 (4.4.9) 
因此 V, 中 的 任意 函数 必 可 表示 为 (go. CO E € ZO 的 线性 组 合 。 也 就 是 说 , 设 P. COR 
f fE V, EHRE WYA: 

Pu f G= Df on 0) 


EK fi? 是 线性 组 合 的 权重 ,其 值 可 由 如 下 方法 求 得 :把 上 式 两 边 对 gx GO ERU h J SK 
(4. 4.8) 的 正 交 归 一 性 得 
fg? = P, fO» 4o (O0) — (f (t); d OD) 
(后 一 式 成 立 是 由 于 Po f O04 go, (1) 正 交 ) 
P, f GYBONS SOE V 中 的 平滑 逼近 ,也 就 是 f (7) 在 分 辩 率 j= 二 0 FIERA. fP 称 
为 f(z) 在 分 辨 率 j7 一 0 下 的 离散 逼近 。 


(2) 子 空间 Vi :如 果 $(1) € V. , 则 根据 二 尺度 伸缩 性 , 必 有 $( 序 ) EV. EMR gou 


REDE Vo 中 的 正 交 归 一 基 , 则 [gx (D ;&C Z]; V, 中 的 正 交 归 一 基 。 也 就 是 : 
ha G2 die (1))=6(k—&k’) 


EM: pu G= (5-6) Fuit 
(Aa GE). TW G)? = Lg ezl) dz 
ELE 
= [sc — k)4 (' — k )dt = 8(&— K^) 
因此 V, 中 的 任意 函数 ,例如 Pi f(t), 必 可 表示 为 (gs G) ;EZ) 的 线性 组 合 : 
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Pif (1)= DSP pia GQ) 
且 权 重 
i =P fG) ha ODSA) spia C)? 

P. fE f GE V, 中 的 平滑 通 近 ,也 就 是 f OO EA EE j —1 FEAR. fi) 是 
f GOD XEAT ERE = 1 THARE. 

(3) 子 空 间 Wj :如 果 在 子 空间 W。 中 能 找到 一 个 带 通 函数 y(t) ,其 整数 位 移 的 集合 
PG- k); k € Z) 构成 W, 中 的 正 交 归 一 基 ( 由 于 V。 由 po IKEV- H daa (£) 二 V2 
$C2z 一 &) 张 成 ,因此 认为 W 中 有 正 交 归 一 基 ‘y(t 一 k);k&EZ) 是 合理 的 ), 则 同样 根据 二 尺 


ERREGE p(y) EWE hu O= yk) ED HRW, 中 的 一 组 正 交 归 一 


V2 
LT 
MW G2 dne (9) 8k — k ) (4. 4. 10) 
又 由 于 oO) ROSE RA, BT VI 
Jue = 0 (4. 4.11) 


因此 W, 中 的 任意 函数 必 可 表示 为 (g(t) ;EEZ) 的 线性 组 合 。 也 就 是 说 , 设 Di f GOo4X 
表 f(t) 在 Wi 中 的 投影 , 则 必 有 
Di f t)= S Idi yr Ct) 


且 权 重 
= (D fE) waa >= (f (t) ha Q0)? (4. 4. 12) 
BI V. =V, @ Wi, 所 以 有 
P.fG)—Pif CO Di f (t) 
或 
Dif(1)= Pof (1)— P fE) 
也 就 是 说 D, SOE Vo Vi 两 级 相 邻 平滑 逼近 之 差 , 反 映 这 两 级 逼近 间 的 细节 差异 。 因 此 
称 Di fy O82) BRE ; — 1 FRATAR. di^ 是 ;二 1 下 的 离散 细节 。 值 得 注意 的 是 由 式 
(4.4.12) 可 见 di? 实际 上 就 是 离散 栅 格 ;二 1 时 的 小 波 变 换 WT, (9 — 1,4). QOORUERAR 
带 通 特性 的 小 波 函 数 。 这 样 便 把 多 分 辩 率 分 析 和 小 波 变 换 联系 起 来 了 。 
上 述 讨 论 可 以 很 自然 地 推广 到 Vj 与 V;,W,; 之 间 , 即 


(ys CO m Sp OL 1 D EC DADA V; 中 的 正 交 归 一 基 。 


(ja C) — C ;kEZ) 必 构成 W; 中 的 正 交 归 一 基 。 


也 就 是 
(dia G) die COD — pia A) yy COD) =k) (4. 4. 13) 
H 


P 1f(t)= SAGTE (1), fi» = CF) spj CE)? (4. 4. 14) 
n 
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Pf 0)= JSP e, GO, SP = CFCO ,$s QD) (4. 4. 15) 
k 
D f G)= Mya G) d) = (Oda Q0» (4. 4. 16) 
k 
x 
Pj fO) Pf G)- D,f (t) (4. 4. 17) 


Pf G) E f Ge V; 中 的 投影 ,也 就 是 Fi) 在 分 辩 率 7 下 的 平滑 逼近 , /2 是 其 离散 通 
Xi. D f (0 & f G£ W, 中 的 投影 ,反映 P. f(t),P;f (2) 两 平滑 至 近 间 的 细节 差异 。 而 
其 离散 值 d? 就 是 小 波 变换 WTj (j,k)。 

以 上 就 是 从 函数 空间 剖 分 讨论 多 分 辩 率 分 析 的 基本 框架 。 


4.5 二 尺度 方程 和 滤波 器 组 


4.4 节 中 我 们 构造 了 一 个 空间 和 逐 级 作 二 前 分 的 框架 用 以 进行 多 分 辨 率 分 析 。 只 要 考察 
一 下 图 4. 6 不 难 发 现 多 分 辨 率 分 析 的 核心 是 Vo。、W。 空间 的 正 交 归 一 基 ga &) 和 
y(t 一 k&);kEZ。 只 要 它们 已 知 , 分 析 就 可 以 逐 级 进行 。 而 要 找到 这 两 组 正 交 归 一 基 , 其 关键 
是 找到 合适 的 尺度 函数 $C) 和 小 波 函 数 y(z)。 因 此 进一步 讨论 5(t) 和 y (2) 的 主要 性 质 是 
非常 重要 的 。 


4.5.1 二 尺度 方程 的 简单 推导 及 时 域 . 频 域 表示 方法 


二 尺度 方程 是 多 尺度 分 析 赋 予 尺度 函数 $C) 和 小 波 函 数 y (i) 的 最 基本 特征 , 它 描述 的 
是 两 个 相 邻 尺度 空间 V- MV 的 基 沙 数 之 间 的 内 在 联系 。 

设 $ GRE 9 (2) 分 别 为 尺度 空间 V。 和 小 波 空间 W, 的 一 个 规范 正 交 基 函数 。 又 由 于 
VoCVi 且 WoCV-i; 所 以 $8G) 和 y(t) 必 然 属 于 Vi 空间 , 则 8 CRI o GO TELF V A [8] 
的 规范 正 交 基 展 开 为 


p= Slh[n]#- at) = V2 Yh [n]à (2t — n) (4.5.1) 
p= 2 Ig[n]#-i, G) — /2 X g [n] (2t —n) (4. 5. 2) 
其 中 的 系数 A 8 VR e n TR AUD 4838 Bi RI 1330 , BI 
h[n]—($(254-., 0») (4. 5. 8) 
gln]7GG)$a. 0» (4. 5.4) 


式 (4. 5.1) 和 式 (4. 5. DEER BU. BE zz [81 BJ 28 e 22 2 [8] BJ 2 # , IN IG , 称 为 二 尺度 方程 
《或 称 双 尺度 方程 ) 。 实 际 上 ,二 尺度 方程 关系 存在 于 任意 相 邻 的 尺度 空间 , 即 


gio (0 = X hEn]. (t) (4.5.5) 
pio = Dg [ng lt) (4.5.6) 


TAM An TRI [n EB R RE ; 的 变化 而 变化 。 
二 尺度 方程 证 明 如 下 
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十 ce . j-l . 
A[n]- (#; GD $14 (000 = | [2t p (2t) J[27* 9^ (27? t — n) ]dt 


At = t/2i AETS (Qt —n)dt = lE) ,$1 (£)? (4.5.7) 


同 理 可 证 : 
gLn ] go G259j-i4 002? =E) $i CO? (4.5.8) 
可 以 看 出 ,h[n] 和 g [n JH K BE PRÉC ç (zt) 和 小 波 函 数 y(z) 决 定 , 而 与 具体 的 尺度 j 无 
X. BEER h[n]j] 和 g[n] 为 滤波 嚣 系数。 如果 将 它们 的 依 里 叶 变 换 定义 为 


HQ 7 Ye (4. 5. 9) 
1 1 
Gla) = d M ge (4. 5. 10) 
° jg 248 


则 根据 傅 里 叶 变 换 的 性 质 ,二 尺度 方程 的 时 域 表 达 式 (4. 5. DARA. 5.2) 有 对 应 的 频 域 表 
达 式 , 即 


9()-H(5 )e(7) (4. 5.11) 
vG)-G(5)e($) (4. 5.12) 


从 上 述 二 尺度 方程 可 以 看 出 ,滤波 器 系数 A [n UR g [n ik — SEIT. $ GO RI 9 GO; JA 
BUSCKGA SUB H (o) fI G Co ) ME — HOST. & GI g CO ,两 种 表达 式 本 质 上 是 一 样 的 , 描 
述 相 邻 两 个 尺度 空间 之 间 的 内 在 联系 。 

注意 ,在 式 (4. 5. 9) 和 式 (4. 5. 10) 中 定义 的 健 里 叶 变 换 与 经 典 的 健 里 叶 变 换 略 有 区 别 
《只 是 比例 系数 不 同 ) 。 另 外 ,有 的 文献 也 定义 傅 里 时 变换 为 


Hlo) = D> he (4.5.13) 
G(o)= Yen (4. 5. 14) 
相应 的 二 尺度 方程 的 频 域 表达 式 就 成 为 。 
9G)—7-H(3Je(7) (4. 5. 15) 
v«»-76(5)e(2) (4. 5.16) 


4.5.2 用 滤波 器 组 进行 离散 信号 的 多 分 辩 率 分 析 


尺度 函数 之 间 以 及 尺度 函数 与 小 波 沙 数 的 二 尺度 关系 的 核心 就 是 系数 h[n] 和 g[n]。 
重新 考察 二 尺度 方程 式 (4. 5. 1) 和 式 (4. 5. 2) ,实际 上 等 号 右边 的 运算 就 是 对 于 的 卷 积 运 
算 ,而 从 数字 信号 处 理 角度 来 看 ,这 是 一 种 广义 的 数字 滤波 器 :将 as GO B SE [n] 得 到 低 
频 平滑 概貌 $6,, 0 ,因此 Am JER AAR IRE UE HR I] E pin CO GE e [nj] 得 到 高 频 细 节 
Pon CO ,因此 85[Lz] 称 为 高 通 滤 波 器 。 

数字 滤波 器 h[n ]#l g [2] 不 仅 描述 尺度 空间 和 小 波 空间 基 函 数 之 间 的 内 在 联系 ,适用 
于 连续 信号 ,而 且 还 有 一 个 极为 重要 的 用 途 : 它 为 离散 的 数字 信号 的 处 理 提供 了 快速 的 处 理 
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方法 。 确 切 地 说 ,在 数字 信号 的 多 分 辩 率 分 析 中 (如 图 4.4 所 示 ) ,使 用 的 双 通 道 滤波 器 就 是 
h[ 一 nj 和 g[ 一 n]。 

在 这 种 数字 滤波 器 处 理 方案 中 ,不 是 将 信号 f (i) 或 f [nj 直接 与 小 波 薄 数 yj,s OORE 
尺度 函数 a (1) 进 行 运算 ,而 是 将 f[n] 通 过 数字 滤波 器 h[n] 和 g [nj 进行 滤波 处 理 。 换 
名 话说 , (O0 5 dua (i) 和 j,i (i) 的 内 积 处 理 ( 连 续 信 号 处 理 ) 转化 为 等 价 的 fn ] 5h [n ]#ll 
g[n]j 的 滤波 处 理 。 这 就 为 小 波 信 号 处 理 提供 了 一 个 新 的 途径 , 即 实 际 应 用 中 ,总 是 寻求 
dia COPI pia (tf) 对 应 的 数字 滤波 器 [nj 和 gfnj 加 以 使 用 。 


4.5.3 滤波 器 组 的 性 质 


下 面 简要 列举 滤波 器 组 的 性 质 。 
(1) 累积 特性 。 式 (4. 5. 9) 和 式 (4. 5. 100 中 分 别 令 w==0, 很 容易 证 明 下 列 结论 , 即 
2 h [n] 2 (4.5.17) 
7 [2n]— 3A + 1)= E (4. 5. 18) 
> zg[n]= 0 (4.5.19) 


(2) 零 频 特性 。 式 (4. 5.17) 和 式 (4. 5. 18) 实 质 上 描述 了 滤波 器 的 零 频 特性 ,其 等 价 的 
频 域 表达 式 为 
五 (ow 一 0) 一 1 (4, 5, 20) 
G(w70)70 (4,5, 21) 
O—"——oEP— 
(3) 递 推 关 系 。 将 双 尺度 方程 式 (4. 5. 11) 和 式 (4. 5. 120 的 右 端 递 推 分 解 下 去 ,就 可 以 
得 到 


Blw) = Hug) (4. 5. 22) 
(o) = s(2)]E H (25) (4. 5, 23) 
j=2 


A. 5. 22) 和 式 (4. 5. 23) 实 际 上 也 提供 了 一 种 构造 小 波 基 函 数 y(t) 和 尺度 函数 $ CO) 
的 方法 。 如 果 已 知 高 通 滤波 器 G (w) 和 低 通 滤波 器 H (9) ,将 其 代 人 式 (4. 5. 22) 和 式 
(4. 5. 23) 就 可 以 求 出 更 (o) 和 更 人 o) ,进而 求 出 $8(t) 和 yy C), + kh H +Ñ C4. 5. 22) 和 式 
(4. 5. 23) 中 的 无 穷 7 一 十 co 操作 在 物理 上 不 可 实现 ,因此 ,只 能 将 尺度 7] 取 比 较 大 的 有 限 
值 , 即 


Swa |l H(z5) " (4. 8. 24) 
j=1 


V o) ce($)I[n (z5) (4. 5. 25) 
其 中 ,M 祖 2。 
(4) h[n],g[Lnj] 的 正 交 性 。h[n] 自 身 满足 偶 次 平移 正 交 性 , 妈 
([k— 2n], h[k — 2m]) = MAE —2n3h* [k —2m]= 8[n — m] (4.5.26) 
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辐 理 ,g[z] 自 身 也 同样 满足 偶 次 平移 正 交 性 , 即 
(g[k —2n],g[k — 2m = X g[k —2n]g'* [k — 2m]= 0[& — m] (4.5.27) 
h[n]5 g [n ]Z [8] 98 E (8 K F P IF AE E , BI 
GÀ — 22]. g[& — 2m] = 21hLE— 2n]g* [Ë — 2mJ]= 0 (4. 5. 28) 


(5) 滤波 器 频 响 互 (w) 和 G(o) 的 特性 。 在 实际 应 用 中 ,我 们 更 加 关心 的 是 滤波 器 的 频 
率 响应 特性 , 即 


|H(e)|?2+ |H(e+ x2 |* 51 (4. 5. 29) 
|G | - | H lwt) |? 91 (4. 5. 30) 
H (9)G* Co) + H Co 32G* (Cu x) 一 0 (4.5. 31) 


其 中 , 式 (4.5.29) 一 式 (4.5. 31) 是 滤波 器 H w) MG Go) ETE RU XE FIG A e UE IFE E 
是 基于 式 (4. 5. 29) 一 式 (4. 5. 31) 或 者 其 等 价 的 z 域 表 达 式 , 即 


HH (z7)--HC-)H (^x 1)=1 (4. 5, 32) 
G(z)G(z !)c-G(—z)G(—z ))-21 (4. 5. 33) 
H(z)G(z?)4-H(—2)G(—z 1)=0 (4. 5. 34) 


4.6 正 交 小 波 变换 和 双 正 交 小 波 变 换 


4.6.1 正 交 小 波 变换 


正 交 小 波 其 核心 内 容 是 二 进 伸缩 平移 系 , 即 
dua (1272 2 4(27"—hR), m,k€ Z (4. 6. 1) 
必须 构成 L* (R) 的 规范 正 交 基 。 下 面 将 从 多 分 辩 率 分 析 的 角度 引 人 正 交 小 波 基 和 正 交 小 
波 变 换 。 
1. 从 多 分 辩 率 分 析 引 入 正 交 小 波 变换 
从 多 分 辨 率 分 析 的 讨论 可 知 , 任 意 给 定 一 个 多 尺度 分 析 {V; )iez* 就 可 以 相应 地 得 到 小 
波 基 函数 y(t) 和 一 系列 相互 正 交 的 小 波 空间 (W; }jez。 
从 给 定 的 多 尺度 分 析 {V; }jez 出 发 ,根据 式 (4.4.5) ,将 L^ (R) 空 间 进 行 如 下 分 解 , 即 
L'(R)=---@ W-.,@ W, OW; OW; Q-—9W, (4. 6. 2) 
因此 ,对 于 任何 一 个 信号 矢量 fO) € D OR) ,分 别 往 W, 空间 投影 得 到 细节 信息 D; f (D. 
H + W, 空间 之 间 是 正 交 关系 ,因此 可 以 将 该 信号 表示 为 
fG)=-- TD ,fG)+D FCDA +: (4. 6. 3) 


又 由 于 在 多 分 辩 率 分 析 中 ,已 经 知道 这 样 的 结论 : (p a 0) 727 3 ptk) her Eh 
波 空间 W, 的 规范 正 交 基 。 因 此 ,Df(t) 可 以 表示 为 这 一 组 规范 正 交 基 的 线性 组 合 , 即 
D, f) = D dp adi a (z) 
kez 
同 理 , 式 (4. 6.3) 可 以 写 为 
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JOS D daadaa (zt) 十 DNUS (2) 十 Msi Go --- 
keZ REL kEZ 
= >, D dipu (t) (4. 6. 4) 


JEZ k€Z 
且 系数 为 
dys = f OD d OG (4. 6.5) 

式 (4. 6. 5) ARG. 1. 3) EE RIT IL RA. 6. DARO a (1)) 实 质 上 就 是 离散 小 波 
变换 。 而 且 由 于 已 经 知道 {yi O) Y eza ez L^ RO S BL BJ Saya IE 2636 ES Is CA. 6. 5) 也 就 
是 正 交 小 波 变换 。 相 应 地 , 式 (4. 6. 4) 就 是 它 的 重 构 公 式 ,也 称 为 正 交 小 波 分 解 公 式 , 即 原 信 
号 被 分 解 为 多 个 正 交 信号 的 代数 和 。 

若 记 di, di O)— g; (t) ,; 则 g; (z) EW, ;而 W, @ V,=V;, ,,V, 的 频率 范围 恰好 是 Via 
的 一 半 , 且 是 Vj; 1 中 的 低频 表现 部 分 ,所 以 W, 的 频率 表现 在 V; 与 Vi-: 之 间 的 部 分 , 它 表 现 
的 是 一 个 有 限 频 带 , 所 以 通常 V; EAT V BRR W, 表现 了 Vj-1 的 “细节 ”。 由 于 W,， 
的 频带 是 互 不 重要 的 ,所 以 W , 表现 的 是 不 同 频带 中 的 “细节 ”。 在 这 样 的 记 法 和 理解 下 , 式 
(4. 6. 4) 可 写成 


fa) Mao (4. 6. 6) 


它 说 明 ,任何 一 个 函数 f(t)EL? CRO ,可 以 分 解 成 不 同 频带 的 细节 之 和 。 随 着 7 了 的 不 
同 ,这 些 频 带 是 互 不 相符, 且 充 满 整 个 频率 空间 的 。 这 样 正 交 离散 小 波 变 换 di 的 时 - 频 窗 
是 互 不 重 释 .相互 邻接 的 ,它们 形成 了 对 时 - 频 平面 的 一 种 章 分 ,如 图 4. 8 所 示 。 


N 


NN 
NS 
NN 


i SSSNSSSUNNNNNSNNNNNNN NANNNNNS 


Z 
Z 


图 4.8 正 交 小 波 变换 的 时 - 频 窗 
2. C BUE ER e RUE AY ERUIT 
实际 上 ,任何 实际 的 信号 (或 物理 的 信号 ) 都 不 可 能 包含 无 限 的 细节 ,因此 它 只 可 能 达到 
有 限 的 精度 和 分 辩 率 ,也 就 是 说 , (W) PRENT; 不 可 能 无 限 的 小 ,而 只 能 达到 某 一 个 比 
较 小 的 整数 。 我 们 可 以 假设 FO) € V, (将 有 最 精细 的 细节 的 函数 空间 记 为 V。)。 由 于 
Vo =V, tW, =V, TW, +W, 


=V, +W, +W,- +.. +W, 
所 以 
fS f atg tHg tHg a) (4.6.7) 
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即 
f= Y capi D+ > D dipi GO (4. 6. 8) 
REZ i=l ŁEZ 
其 中 
Cia TISE) ,g(t)), kEZ (4.6.9) 
di S“ f) spia OG). REZ (4. 6.10) 


RA. 6.7) 中 的 第 一 项 f; (2) 是 (1) 在 尺度 7 下 的 一 种 逼近 ,) 越 大 ,逼近 程度 越 差 ,是 f(z) 
的 第 7 级 “模糊 像 ”, 它 表示 的 是 (的 频率 不 超过 2 一 的 成 分 ;而 第 二 项 中 的 g, 00 , ZÉ 
f() 的 频率 在 2 一 到 2 7 Ze RR AR AT. RA. 6.8) 对 于 所 有 的 7(j 之 1) 成 立 , 也 就 是 说 
可 得 到 不 同 尺度 j 下 的 逼近 式 。 我 们 称 


f; Q)— S apia G) (4.6.11) 
ŁEZ 
为 FOXBSR EE j 的 连续 逼近 , 称 其 系数 (4. 6. 90 79 FO) WARUN PR 
Xd, Ct) (4.6.12) 


k€ Z 


为 (1) 的 尺度 i 下 (或 频率 2 ) 的 连续 细节 , 称 其 系数 (4. 6. 10008. f OBARA. 
4.6.2 构造 正 交 小 波 


多 尺度 分 析 除 了 用 于 函数 逼近 和 正 交 分 解 外 ,另外 一 个 重要 作用 就 是 构造 正 交 小 波 基 。 
它 的 基本 思路 是 从 一 个 选 定 的 尺度 函数 出 发 ,根据 多 尺度 分 析 的 理论 ,特别 是 二 尺度 方程 ， 
构造 出 所 需 的 正 交 小 波 基 函 数 。 根 据 二 尺度 方程 的 表现 形式 不 同 , 可 以 分 为 频 域 构造 法 和 
时 域 构造 法 ,两 种 方法 实质 是 同一 种 构造 算法 的 不 同 表示 。 

1. 频 域 构造 法 

在 这 类 构造 方案 中 ,构造 的 起 点 是 尺度 函数 g(b ,因此 也 称 为 正 交 小 波 基 的 多 尺度 构 
造 方 法 。 此 方法 主要 遵循 

$B >H lw) >Glw) >P Clw) >y) (4.6.13) 

这 样 的 构造 顺序 ,具体 的 描述 如 下 : 

COD 由 尺度 函数 e (i) 求 其 频谱 0 (w)。 

(2) 将 Co) LAE SX D (290) — 6 (o) H (w), 求 出 低 通 滤波 器 的 频 响 H C). 

(3) 根据 囊 (w) 和 关系 式 G (9) —e "H^ (w 十 x) ,确定 高 通 滤 波 器 的 频 响 G Co), 

(4) E O Co) HI G Ca) TVA.— R. BEER V (Ze) —G (009 (oa), RH (o). 

C5) Hi SV Co) ETT 182 1B H ZEE 6.68 9| ^ N TRCRE PRICE. 

(6) yg COJB Bb — xb fb 38 RUE 3. 得 到 张 成 L* ORO ZR BJ n B E 28 J Ui 3E = 
Bpa 2 59 7: —k) )jez&eze 

因此 ,只 要 合理 地 选择 尺度 函数 p0) ,就 可 以 构造 出 很 多 满足 我 们 需要 的 小 波 。 理 论 
上 已 经 证 明 , 用 这 种 方法 构造 的 小 波 自然 满足 小 波 允 许 条 件 式 (2. 1. 1) 。 在 很 多 参考 文献 
中 ,上 述 步 又 (3) 中 的 关系 式 采用 的 是 GCw) 二 et* 及 "(w 十 x) ,这 也 是 可 以 的 。 

2. 时 域 构造 法 

上 述 构造 法 之 所 以 称 为 频 域 构造 法 ,是 因为 将 尺度 函数 转换 到 了 频 域 ,并 利用 了 频 域 关 
RA GG) — e HH" (w 十 nx), 其实, 此 关系 式 有 等 价 的 时 域 表示 , 即 
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Glw) =e "H* (o-z)@ə@g|n]= (—1)' "^*[1—2a] (4. 6. 14) 
其 中 ,G(o) H Co) DIA (Gan Dez Fl (AEn D ,ez HEB np 2E SR, 根据 式 (4. 6. 14), 上 述 的 
频 域 构造 法 还 有 等 价 的 时 域 构造 法 ,具体 构造 步骤 如 下 : 
CO 由 尺度 函数 $ CO RADAR ]— g, pie) 2R BOB UE DER RC ALR] Jeez e 
(2) 将 hLk] 代 入 关系 式 g En] C71) "Ah [1 一 nj, 求 出 高 通 滤 波 器 系数 {gLnj]),ez。 
(3) 由 $0) 和 {g[nj})sez 以 及 二 尺度 方程 90/2) — V2 2g Lhlg Cr— k) , 求 出 小 波 母 


BE UG. 

C4) y(z) 通 过 二 进 伸缩 平移 得 到 D CO 中 的 正 交 小 波 基 wa) 
PRU C, —2 77 (2 t—k)Yiezaezo 

简 而 言 之 ,这 种 时 域 构造 法 遵循 了 下 式 所 描述 的 构造 1 
流程 , 即 

$O)—ALR ]-gL E ]--9 0) ' (4. 6, 15) 

时 域 构造 法 与 频 域 构造 法 相 比 ,本 质 一 样 但 略为 简 
单 。 从 上 面 的 构造 方法 也 可 以 看 出 , 正 交 小 波 基 函数 的 构 05 1 ! 
造 已 经 转化 为 尺度 函数 的 构造 。 

下 面 介 绍 商 个 构造 小 波 的 例子 。 

[ 例 4-1] 构造 Haar 小 波 , 如 图 4.9 所 示 。 

取 尺 度 函 数 图 4.9 Haar 小波 


则 Pw) == 


(2w) lte” 


H7. 3 


e "—] 


取 Glw) =e "H (o Fx) = 2 


由 v»-G(5)e($ ). ura 


voa = le(2) 
E 


— 1 e? —1 jut 
$0)— $1 S2) z de 
-l £u jeh-152 —— Qn». W 
元 (学 )(e etas 


= 4(t—1)—94QD 
即 
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—1, << 
D=, lae (4. 6. 16) 
0, 其 他 
同样 ,也 可 以 在 时 域 构 造 y(t)。 
取 $(t) 同 前 面 一 样 , 则 g(t) 的 平移 系 ($ (一 &) sez 张 成 子 空间 
V = (FWO = Dept k), (s Y€ Ë) 
kEZ 
H MRA 的 伸缩 性 质 , 有 
V, = (gG) |gG@)= »d,2774(271:—k).(d,) € P) 
kez 
V, = [z=GQ) |zG)= Dea gtk), (e y€ Ë) 
kez 
由 二 尺度 方程 式 (4. 5.3) 和 式 (4. 5.4) ,有 
1 1 
2 gg 
[k] =< gio O dia (D ghé )6e- in -41 fial, aci 
2 f. X. 
0, kk 为 其 他 整数 
取 gLnj]= 二 (一 1)'"h[1 一 n],nEZ, 有 
1 
一 一 ， 一 0 
JZ n 
gln]—-4 1 u 
一 ， =] 
JZ n 
0, n 为 其 他 整数 
由 式 (4. 5.2) ,有 


Pa) — 42 2) gln] (2t — n) 
即 得 出 %(t 的 表达 式 。 


一 此 (2 区 十 由 (28 一 1) 
[ 例 4-2] 构造 Shannon 小 波 。 


Bt G= 9,9 e Go ol eR HOS 


w= el< (4.6.17) 
o. 其 他 .6. 
H @(2o)= H(o)@ (o) ,得 
1, lol <> 
Hw) = 
0, 


+<lə|<= 
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e^, — < < 
G(w)=e bH (o -xz)= 3 
0， — Xe 或 一 2r<o 入 一 六 


由 W(2o) =G (oe) (o) ,得 
eH, nL L ERE LOL 
P(w) = 2 2 


0, 其 他 
Po) - Q00—Bm ww — m R nun 
” lo, 其 他 


所 以 
pO) 一 + e 9? gu do, + F e 9/7 el: dw 


sin 2«(r— 4 )— sin «(r7 +) 


1 (4. 6. 18) 
«(r- 3) 
在 上 面 的 构造 过 程 中 ,如 果 取 GG) = e^ H God x) Bj n] 48:59] 
. 1 . 1 
sin 2x{t 二 一) 一 sin x| ¿+ — 
"TOR 1) (+z) (4.6.19) 


zt +) 
由 些 可见 ,与 一 个 尺度 函数 对 应 的 小 波 函 数 并 不 唯一 。 

从 这 里 可 以 看 出 滤波 器 (组 ) (h[n],g[n]J) RARER (H (0 Go ) 的 重要 作用 。 由 
Tq (IH Cw) GG) & (800 ,y(t)) 对 应 的 滤波 器 ,所 以 (1) 和 y (2) 的 许多 性 质 都 可 以 通过 
于 (wo) 和 G(owo) 在 频率 域 上 反映 出 来 。 因 此 常常 需要 把 同样 的 一 个 问题 从 两 个 不 同 的 方面 
来 考虑 ,一 方面 考虑 尺度 函数 和 小 波 , 另 一 方面 考虑 它们 对 应 的 滤波 器 。 


4.6.3 双 正 交 小 波 


正 交 基 和 正 交 小 波 变换 在 数学 上 具有 良好 的 性 质 , 它 使 得 信号 的 正 交 分 解 和 重 构 都 极 
为 简单 。 但 是 数学 家 Daubechies 已 经 证 明 ,除了 Haar 小 波 以 外 ,所 有 的 正 交 基 都 不 具备 对 
称 性 。 非 对 称 会 在 某 些 应 用 场合 引入 相位 失真 。 为 了 解决 这 个 问题 ,可 以 适当 放宽 正 交 性 
的 要 求 ,构造 双 正 交 的 小 波 基 ( 正 交 性 较 弱 ) ,使 得 小 波 基 冰 数 获得 很 多 重要 的 特性 ,例如 紧 
支 集 .对称 性 等 。 

在 框架 理论 中 ,如 果 两 个 对 偶 的 小 波 母 函 数 ¿C 和 乡 ( 纪 满足 如 下 的 双 正 交 关 系 , 即 


(Goss CO» dia (G2) —8(n— i08 (n—&) (4. 6. 20) 
同时 ,其 对 应 的 尺度 函数 $,, (12) 满足 如 下 关系 , 即 
(dis (E) s dia (2)=ë(m—n) (4. 6. 21) 


那么 , 称 y(t) 和 y (2) 构 成 了 一 对 正 交 小 波 基 ，。 
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这 里 的 正 交 性 体现 在 Dim CU Dim AZEZ EEE) ,而 {Pim (t) );ez,me z NA 


(ix G) }jezmnez 本 身 不 一 定 具备 正 交 性 。 I 
有 了 双 正 交 小 波 后 HATERA RA i 822 H POE BJ BIAIS RRG 24 (OPE Y 


4 个 函数 (VC ,CD (04$ COD ,它们 构成 了 两 个 多 分 辨 率 分 析 , 即 


CVCV, CV a CVa Cee (4. 6. 22) 
cV CV CV CV acu (4. 6. 23) 
其 中 | 
V;—span(4;4 (1)},V, =span( g; (2 ) (4. 6. 24) 
H 
V, 1W, W, L V, (4. 6. 25) 


另外 ,jn(t) 和 $j.4(t) 也 有 对 应 的 高 通 滤 波 器 训 [n] 和 低 通 滤波 器 及 [x], 且 满足 二 
尺度 方程 , 即 
$G)—42 J h [Ë ]$ Ct— k) (4. 6. 26) 


$1)= 42 51£g[EFJé OQ: — k) (4, 6, 27) 
Ë 


因此 ,8g[nj、h[n]、g[n]、h[n] 共 同 构 成 了 双 正 交 滤波 器 组 。 更 重要 的 是 ,有 了 双 正 交 性 质 
后 的 信号 分 解 就 变 成 为 
fa) OOF ,Dia GD) ° ga (1) (4. 6. 28) 
€Z n€Z 


4.7 Mallat 快速 算法 


4.7.1 快速 算法 
Bi 4.6. 1 节 有 限 精 度 的 多 尺度 分 析 和 通 近 可 知 , 信 号 f(t) 可 以 表示 为 


f(t)= sabia Gor > >d, (t) (4.7.1) 
kez i=l k€Z . 
其 中 的 小 波 系 数 dj,: 和 尺度 函数 cj,, 分 别 为 
dia = f GD ,Gs C») (4. 7. 2) 
Cj SS (t). ó; G)? (4.7.3) 


当 $(2) ,y(t) 已 确定 时 ,要 想得到 函数 f (o € L' (R) 的 多 尺度 函数 f; (2) ,只 需 知道 
(ce yez 即 可 ,同样 ,要 想得到 f(z) 在 尺度 ; 下 的 细节 ,只 需 知 道 idia inez XE ERMI 
它们 称 为 离散 逼近 和 离散 细节 的 原因 。 在 多 尺度 分 解 过 程 中 ,总 是 从 空间 V1 分 解 得 到 两 
个 子 空间 V; 和 W;, 这 是 一 种 递 推 的 逐 级 分 解 。 很 自然 就 会 猜想 ,函数 FOE V, ,空间 的 
投影 系数 c,_1. 是 否 可 以 直接 分 解 得 出 f(t) 在 V; RW; 空间 的 投影 系数 c;,, 和 dj;,; 呢 ? 事 
实 上 ,这 种 系数 之 间 的 逐 级 推导 关系 是 存在 的 。{cj4) jsez 与 (dj)jwwez 的 计算 对 于 ;有 传 
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递 关系 , 即 
ci 一 > )h[n— 2k]eja.n (4.7.4) 
n€ Z 
dj, = > g[n — 2k ln (4. 7. 5) 
nez. 


上 述 递 推 公式 的 简要 证 明 如 下 : 先 考虑 Ci, 与 (Cos ag z 的 关系 ， 由 于 V, = V, + Wi, 
fo D= fi DHe $F)= VZ PME G — E) ,以 
kEZ 


Ci = (ft). pin (£)? 
= (f. (2) spia (£5 + (m CE) sig (t)? 
= (fo G) pi 0» 


= Pos (do. CE) da. (£)? 
n€ z 


而 
= 1 [: 
ha O7 Z| k) 
1 
= — e y2 > hl] (t— 2k — D) 
jg 2» 
= Mih[m—2&]g(t —m),2kE + 1 = m 
mEZ 
所 以 
64 = D) conl G— n), X hEm — 2k ]#(t— m)» 
n€ Z m€ Z 
= Š) conl — n ,h[n — 2#]6 (t — 2) 
n€ Z 
= Mow[n—2k] kez 
n€ Z 


再 看 caa j (s) ez ÉL XR RS H F V, Wy HV f, G) — fia, G) + gia (t), Br 
以 有 
Cj = (f GP) pin, 0 
= (fin E) spj EY + Gra (t) df C2) 
CSi E) spi E)? 


ODAR TE CE) shirina C) 
n€ Z 


= D cnl jn Ct) s jtik (£)? 


n€ Z 


TOM Ct) » $j+1,k (t)? 
— (275 g (2t —n) ,2 g (2-1 —k)) 
-rnta (sn) (gin n) 

由 双 尺 度 方程 
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«(ze -*)- 22 AU (s 281] 


IEZ 


= Jg 3m — 2&]4 (5; — m) 


m€ Z 
所 以 
(é, (D diana E)? 


= 20 [2 7 n) 22M — 2&3 (5; m 


- 1g n) An- 2k]4 (7; — n) 

= h[n — 2k] 
从 而 有 Ci+i, 一 — Zc ,h[n— 2k], kEZ (4. 7. 7) 
同 理 有 diti = “So, sg [nO— 2k], kEZ (4. 7. 8) 

X. 7. DHARA. 7. DEE Mallat 快速 算法 。 从 两 式 中 可 看 出 ,只 要 知道 双 尺 度 方 程 

中 的 传递 系数 {h[n]}.ez 和 {g[nj)sez En] = C710 "h[1—n]), AA E {coi)sez 计 算出 
(Cis) nez» (di,n oez PEH (0) ncz 计 算出 (Ceu) Jaez» do, taez H í (c, ) taez tTI H (csn) Jaez’ 
{dan Yacz s" …, 其 过 程 如 图 4.10 所 示 。 


Ca x 、 ML MI CiU X i 
d, d, d, d 


图 4.10 分 解 算法 示意 图 


以 上 是 快速 分 解 公 式 。 下 面 我 们 说 明 9 由 [ejus Jaez AI (di... Jaez 可 以 重 构 出 (cj nez 
的 快速 算法 。 


(4. 7. 6) 


C; 4 — Cf (t) pi UO» 
— (f OQ) dia Q2 
= (f Hg (t) s pik (G)? 
= ( fiti CE) $a ADI Gia O,$4 E) (4.7.9) 
其 中 
Cfiri Œ) spj Œ)? 


=( Drag CE) 44 CE)? 


n€ Z 
= D cana Birn (259,4, E)? 
nez 
= Ý chis $r. (I) rpa G) 
n€ Z 


H zÉ (4.7. 65 
(ó; CE) dias C) —Ah[k— 2n] 
所 以 


fpa E) ,$i 000 = 3D: — 2n] (4. 7. 10) 
n€ Z 
UE A (4. 7. 9) 中 的 第 2 项 
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(gia CE) spj E)? 
一 (Idi G), P (t)? (47.11) 
Z 


tln CE) dia CE)? 


i 
SV] à 
& 

t 
< 


由 关于 uomo mg 
(ua CE) $; Ct)) 


- aS cn) ran) 
rigen) ult 

= 2-3 . t t 

—2 PX gUds (s; 2n Dss(s; k) 
— -j — £o + _ 

= 2 LL 2n] G (z; m).s(z; k) 


= 2:g[k—2n]( [z — k), é (s; k); 


= g[& — 2n] 
代入 式 (4.7.11) 得 
Gus (t) $ (0 = D ding lk — 2n] (4. 7. 12) 
TER GL 7. 100 K (4. 7.122 代 人 式 (4. 7. 9) ,得 到 
ciu 一 = Mos „hk — 2n] 十 Didin, „z[k — 2n], kEZ (4.7.13) 


I, BUE BH (coa bnez» (ditin pnez EI (Ca) )ie 的 重 构 公式 ， 如 图 4. 11 所 示 。 


l PA 7 B ^ 
d, d. d; di 


图 4.11 重 构 算法 示意 图 


4.7.2 函数 数值 形式 的 多 尺度 分 解 和 重 构 


在 实际 中 ,一 个 函数 往往 只 有 数值 形式 {F(CE) jiecz, 当 没有 其 他 信息 时 ,这 个 序列 就 是 
F 太 (的 最 精细 的 数值 逼近 。 可 以 认为 {FCR) herk f Ca TEMES BE Zx [8] V; 中 的 投影 ,不 妨 
设 这 个 尺度 空间 为 Ye , 则 
fa G)= P coug G— k) 
从 4.7.1 节 中 的 系数 分 解 策略 中 可 以 看 到 ,分 解 的 起 点 是 系数 cvs 理论 上 c, LGB. 
据 式 (4. 7. 14) 来 求 取 , 即 


Co — (f E) do (20? — (f (2 4 CO (4. 7. 14) 

但 是 在 实际 应 用 中 ,往往 都 是 直接 将 连续 信号 f(t) 在 满足 香农 定理 时 进行 数字 采样 得 

到 的 序列 ACE) 作为 eo. 的 近似 表示 ,由 于 当 采 样 间 隔 充 分 小 时 ,c(i 一 有) 类 似 于 58.(1 一 &) 的 表 
现 。 所 以 在 尺度 为 0 时 ,可 取 
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Cor f(k), kC€CZ 
于 是 ,f(t) 在 Vj; 中 的 表达 式 , 即 在 太 度 7 F BJ 38 5k 29 


f, G) = 26a; (2) 
REZ 


Hx. 7. 16) 8] 8 
f; Ck) = 6. REZ 

这 是 ji) 在 7 尺度 下 的 和 逼近 的 数值 形式 ,其 中 ce 由 式 (4. 7.4) 确 定 。 由 于 
fi DS f, a) Tg; G 

所 以 ,fj; GORESETT 了;-1 GO 的 剩余 细节 


gi(t)= Š) diapa (t) 
kez 
= Ng [Í — R 
2 (s - t) 
= Eras EY eUz- 2-1) 
k€ Z i€EZ 2 
一 327, . 3 gln — 2£]e( 55 ~n) 


ŁEZ nEZ 
= 20 7 dag Un — 2&1) s (zi =n) 
a € 


由 上 式 可 得 
g (272)— 277 MMjg[n—2k), n€ Z 
k€ Z 
这 即 是 {f; 2/8) ea DE (f, (2771 £) Vue z BU DICIS BJ 886 S 


4.7.3 离散 序列 分 解 的 滤波 器 表示 


(4.7.15) 


(4.7.16) 


(4. 7. 17) 


(4. 7. 18) 


实际 上 , 式 (4.7.4) 和 式 (4.7.5) 所 描述 的 离散 序列 分 解 过 程 ,可 以 用 我 们 熟知 的 数字 滤 


波 器 来 描述 。 将 它们 重新 写 为 
ci [&]= >A [n 2&]e; [n] 


d,[k]— J )g[n—2kJe-i [n] 


(4. 7. 19) 


(4. 7. 20) 


它们 等 效 于 将 序列 c- [n Jë Eh h [— n VR g [ 7n ]PICE UB QE SE RAA 


别 进 行 “ 二 抽取 ”。 其 框图 表示 如 图 4.12 所 示 。 


图 4. 12 序列 分 解 的 等 效 滤波 器 示意 图 
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因此 ,Mallat 分 解 算法 的 滤波 器 表示 也 就 可 以 表示 如 图 4. 13 所 示 的 滤波 器 组 的 级 联 
形式 。 


d [k] 


SEK ~ colk] 


E] 4.13 序列 分 解 的 等 效 滤波 器 组 的 级 联 形式 示意 图 


同 理 , 对 于 重 构 式 (4.7.13), 即 
Cj ln 一 Doh [n — 2k | 十 D> di, gl[n—2k] 
可 以 写成 等 效 形式 , 即 
ca [n]= Mie; [k] n— 2k]- Dd;[Lkjg n — 2k] (4. 7. 21) 


式 (4.7.21) 右 边 的 两 个 部 分 实质 上 都 是 对 于 变量 & 的 数字 卷 积 运算 ,用 滤波 器 表示 如 图 4. 14 
所 示 。 . 


c,- [k] 


图 4. 14 序列 重 构 的 等 效 滤波 器 示意 图 


其 中 的 f 2 为 “二 插值 ”, 即 每 隔 一 个 信号 点 插入 一 个 0 构成 新 的 序列 。 多 级 重 构 级 联 
后 ,Mallat 重 构 算法 就 可 以 表示 成 如 图 4. 15 所 示 的 滤波 器 组 的 级 联 形式 。 


elk] 


al] 


c[k] 


d,[k] 


图 4.15 序列 重 构 的 等 效 滤波 器 组 的 级 联 形式 示意 图 
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4.7.4 离散 序列 的 双 正 交 分 解 和 重 构 


双 正 交 方法 用 于 数字 信号 的 多 分 辩 率 分 析 , 最 关心 的 实际 上 是 双 正 交 滤 波 器 组 E [m]. 
有 [Ln]、g[n].h[n]。 用 这 4 个 滤波 器 可 以 组 成 多 级 滤波 器 组 ,对 数字 信和 号 进行 多 尺度 的 分 


解 和 重 构 。 
对 于 信号 分 解 ,使 用 的 是 g[n] 和 h[n]( 称 为 分 解 滤波 器 ) 构 成 滤波 器 组 ,采用 的 分 解 公 


式 为 


(1) 离散 逼近 ca, = 2》)h[n 一 2k1c;,, (4. 7. 22) 
nez 

(2) 离散 细节 dia, = Dg[n— Zk Jcj,n (4.7.23) 
r€ Z 


双 通道 分 解 滤波 器 组 如 图 4.11 所 示 。 但 是 重 构 公 式 与 正 交 小 波 分 析 略 有 区 别 , 它 使 用 
的 是 [xn] 和 有 [nj( 称 为 重 构 滤波 器 ) 重 构 信 号 ,采用 的 重 构 公 式 为 
ajin = Xh [n— 2k]a; + DELn— 2k]d,s (4.7.24) 


滤波 器 组 如 图 4. 16 所 示 。 


图 4.16 双 正 交情 况 下 的 重 构 滤 波 器 组 


。 综合 分 解 和 重 构 , 双 正 交 滤 波 器 组 Z [n]. A [n .g[z]A[] 对 离散 信和 的 分 解 和 重 构 
如 图 4.17 所 示 。 


图 4.17 数字 信号 的 双 正 交 分 解 和 重 构 
因此 ,对 连续 函数 f(z) 进 行 多 分 辨 率 分 析 时 ,函数 的 正 交 分 解 就 变 成 为 
F= Deingsn CHE > 2/4, 4. (2) (4. 7. 25) 
3j — oo 可 以 得 到 f (4) 的 双 正 交 小 波 分 解 ， 即 
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JG) = 21244. „in (0) = D LO, pia C2) * du CO (4. 7. 26) 


在 双 正 交 处 理 中 ,对 偶 是 相对 的 ,六 (与 4(2) 是 可 以 互 换 的 , 即 起 (4 7. 26) 可 以 写成 
fG)= 2727 GD. da G) * dius) (4. 7. 27) 

对 应 于 数字 信号 的 处 理 (或 系数 的 递 推 分 解 和 重 构 ) ,滤波 器 组 g[n] fA [n] S tb dk 38 

£H £ [n]fll h [n JE WI DUE HE , BU YE Ë] 4.16 Pg [m] h [n ] RT l T 8 IECIT £ 


[xj 入 [nj] 可 以 用 于 信号 的 分 解 。 


4.8 二 维 多 分 辩 率 分 析 


将 一 维 多 分 辨 率 分 析 直 接 扩展 到 二 维 情况 ,以 便 将 多 分 辩 率 分 析 用 于 图 像 处 理 。 与 定 
义 4.1.1 类 似 , 对 LL (R’) 的 多 分 辩 率 逼近 是 构造 诅 套 的 闭 子 空间 序列 {V; }jez ,满足 同样 的 
因果 性 .完备 性 和 二 尺度 关系 等 性 质 。 图像 f(z,y) 在 分 辨 率 2 i PP BJ E r E X S 
f(z,y) 在 L(R) 的 子 空间 V; 上 的 正 交 投 影 。 
我 们 将 讨论 一 种 特定 的 情况 ,这 时 二 维 矢量 空间 V, 可 以 分 离 为 两 个 相同 的 一 维 矢量 空 
B] V; 的 张 量 积 , 即 
V,-V,&V,, Vj€Z (4.8.1) 
TR (V; );e228 L* OO BUE 4H BESGBUIE IB (V; } ;ez 构成 对 L ROZAR. 
x hj — # FR. BE BR 2 P 4" 48 T E — 2 R BE pa 3 BJ 348 , B 
@(rz,y)= (=) Cy) (4. 8. 2) 
V; 的 正 交 基 为 
(2:60 (2 7x-—n,27/y—m) )amez 
— (27 (2x —)2* &(27 y —m) ). sez 
一 bia (ZX) gin (y) Jamez 
式 (4. 8.3) 中 ;为 尺度 参数 ,n Him AIDE My 方向 的 平移 参数 。 离 散 逼 近 信 和 号 定 
义 为 下 述 内 积 


(4. 8. 3) 


a; Cansm)— fT Y) Bin Gd (Y)? (4. 8, 4) 
这 时 V, 和 VV,-; 中 的 正 交 补 W, 要 稍微 复杂 一 点 。 
定理 4.1 设 y(x) 是 与 $5 CAO EDGE DE B — HE] NIRE ,那么 下 列 3 个 小 波 
pz y= ry) dA Goy)—4a0$ ly), P Go y) Gy) (4.8.5) 
经 二 进 伸缩 和 平移 形成 的 函数 族 
(2779! (2 ?z —n,2 ! y —m),2 p (27x —n,2 iy—m), (4. 8. 6) 
277g? (27x —n,27y—m))bssez 
EW, 的 正 交 规范 基 , 且 
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(2739! (27x —n,2 iy—m),2 gp (2 x —n,2 ym), 
23g! (27x — n, 2 ym) }jnmez 
E L' (R: > 的 正 交 规范 基 。 
证 明 : W, E V, fe V, P BU IE REA BD 
V, =V, OW, 
HT V, =V, @ W, ,将 它 代 人 式 (4.8.1) 有 
V. = Via BV = (V, @ W;>) @ (V; @ W;) 
= (V, GV) OV @ W,) OW, V) BW, QW) 
= V, @ W! @ W: @ W° 
对 照 式 (4. 8. 8) 和 式 (4. 8. 90 ,可 得 
W,=W! @ W: @ W: 
其 中 
Wi=V,@W;, Wi=W,@V;, W!=W,@W, 


(4. 8, 7) 


(4, 8. 8) 


(4. 8. 95 


(4. 8. 10) 


(4. 8. 11) 


P429 V, LW,. BE BL V, WEW, W 必定 两 两 正 交 , 且 {9 Gi OD banez WI 的 
正 交规 范 基 , (s (G0 ds OO Yanez E W 的 正 交 规范 基 , (Yn Gs (Y) bamer d& W2 的 


正 交规 范 基 。 
和 -一 维 的 情况 一 样 ,72 (Rz ) 可 分 解 为 所 有 分 辩 率 上 小 波 空间 的 正 交 和 
La = @ W, 
因而 , 式 (4. 8.7) 所 示 函 数 族 是 L (Rz) 的 正 交规 范 基 。 证 毕 。 
按 上 述 定理 ,分 别 定 义 3 个 离散 细节 信号 


(4. 8. 12) 


di (n,m) =< f(x,y) 2 7g! (27x —n,2 ? ym) = fr y) spin Epin CY? 


(4. 8. 13) 


di (n,m) =(f(< y) ,2 3X (2 ir—n,27y—m)»—(fi.y) "dius CX) bj,m (y)? 


(4, 8. 14) 


di (nom) —f(xsy).2 7g? (2 ^x—n,27?y —m)) —(f Gy) sd. G0 s Cy) 


信号 分 解 的 表达 式 如 下 : 
aj; nm) = X) Sh (2m— Dh (2n — k)a; k,l) 
H k 
da (n,m) = 2; 22 Gm — Dh Gn — k>a; QD 
dl (n,m)= >) Mh (2m— Dg (2n — ka; Ge.) 
H k 
di, (n,m)— 2; 218 m — Dg Cin — ka; QD) 


它们 是 二 维 信 号 多 分 辩 率 分 析 的 Mallat 算法 ,如 图 4. 18 所 示 。 
如 果 原 始 图 像 为 ce ,其 可 被 逐 级 分 解 为 如 下 图 像 
(a; di di di ; 1] 二 J } 


(4. 8. 15) 


(4. 8. 16) 
(4. 8. 17) 
(4. 8. 18) 


(4. 8. 19) 


(4. 8. 20) 
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~a 
H 4. 


84.18 二 维 信号 的 分 解 

设 a。 有 NN? 个 像素 ,那么 w Mdidi di 有 2 IN X27N 个 像素 ,每 次 分 解 都 保持 像素 
的 数目 不 变 , 这 是 由 于 使 用 了 正 交 基 进 行 的 分 解 。 正 交 小 波 分 解 最 有 意义 的 还 在 于 它 可 以 
看 成 是 图 像 在 一 组 独立 的 ,具有 空间 取向 性 的 频率 通道 上 的 分 解 ,aj+1 对 应 a, 的 低频 成 分 ， 
d}+1 对 应 纵向 高 频 ( 水 平 边缘 ) ,di ;对 应 横向 高 频 ( 垂 直 边缘 ) ,而 811 则 对 应 两 个 方向 上 的 
高 频 ( 斜 线 方向 ) 。 由 图 4. 8. 1 可 以 看 到 ,将 a, 先 沿 横向 (x 方向 ) 滤 波 取 偶数 样本 ,再 沿 纵 
向 (> 方向) 滤波 取 偶 数 样 本 , 便 得 到 4 个 子 图 像 or 和 dir di ,dtl。 由 于 沿 横向 和 纵向 
低 通 滤波 得 aci BC wr: 对 应 a, 的 低频 成 分 ;而 心 ;是 沿 横向 低 通 滤波 再 沿 纵向 高 通 滤波 ， 
故 d 对 应 纵向 高 频 ( 水 平 边 缘 ) ;dj 是 沿 横向 高 通 滤波 再 沿 纵向 低 通 滤波 , 故 di 对 应 横 
向 高 频 ( 垂 直 边缘 ) ;dj1 沿 横向 和 纵向 都 是 高 通 滤波 , 故 号 +: 则 对 应 两 个 方向 的 高 频 ( 斜 线 
方向 ) 。 这 就 解释 了 小 波多 分 辩 率 分 析 确 实 是 对 图 像 在 不 同方 向 上 频率 成 分 的 分 解 。 由 于 
采用 了 正 交 小 波 基 分 解 ,4 个 子 图 像 是 相互 独立 的 ,不 存在 信息 元 余 , 正 因为 这 样 , 才 使 每 次 
分 解 都 保持 像素 的 数目 不 变 。 

二 维 信号 的 Mallat 重 构 算法 如 下 : 
aj (0m) = X, Dh (n—2k)h (m — 208; (k, 1)+ > 21g (n — 2k)h (m — 204; (b L)4- 


aj 


X Mh -— 2k) Gi —2D4i (k, D+ $} Dg GG 2k)g m — 204) (k,l) 
k H k L 


(4.8. 21) 
上 述 Mallat 重 构 算法 如 图 4. 19 Bron 
如 图 4.18 及 图 4. 19 所 示 的 二 维 小 波 分 解 与 重 构 算法 ,利用 其 可 分 离 特性 ,在 算法 实现 
时 分 别 按 行 进行 一 维 小 波 变 换 ,然后 对 按 行 变换 后 的 数据 再 按 列 进行 一 维 小 波 变换 来 完成 。 
与 一 维 的 情形 类 似 , 在 实际 应 用 中 ,由 于 图 像 信 号 总 是 存在 于 有 限 区 域 的 ,也 存在 如 何 处 理 
边界 的 问题 。 典 型 的 处 理 方 法 是 对 图 像 进行 周期 延 拓 和 对 称 延 拓 。 在 用 小 波 变换 进行 图 像 
压缩 时 ,由 于 边界 的 不 连续 性 ,会 使 得 边界 附近 的 小 波 变换 系数 的 误 减 变 慢 ,从 而 影响 图 像 
的 压缩 比 , 因 而 在 图 像 压 缩 应 用 中 , 若 使 用 的 是 具有 对 称 性 质 的 双 正 交 小 波 滤波 器 ,一 般 对 
边界 采用 对 称 延 拓 的 方式 ,使 边界 保持 连续 ,以 提高 压缩 性 能 。 


Y 
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图 4.19 二 维 信 和 号 的 重 构 


图 4. 20(a) 为 原始 图 像 , 它 是 黑色 背景 中 的 一 个 白 方块 。 利 用 小 波 变换 将 它 分 解 成 4 
个 子 图 像 ,一 般 将 ai+l 和 disa dia dj 分别 置 于 左上 角 、 右 上 角 、 左 下 角 和 右 下 角 , 如 图 


4. 20(b) 所 示 。 图 4. 20 非常 清楚 地 说 明了 二 维 多 分 辩 率 分 析 的 空间 取向 性 :qd ;确实 检测 出 
两 条 水 平 边缘 ,df :检测 出 两 条 垂直 边缘 ,d; ;检测 出 4 个 角 。 在 上 面 的 分 解 过 程 中 ,选用 了 
db2 小 波 ,如 改换 为 其 他 小 波 ,会 得 到 稍微 不 同 的 结果 。 但 如 选用 更 光滑 ,从 而 支撑 宽度 更 大 
的 db20 小 波 , 结 果 就 很 不 理想 了 。 一 般 来 说 ,对 比较 奇异 的 图 像 ,如 图 4. 20(a) 所 示 的 图 像 ,应 
选用 支撑 宽度 较 小 的 小 波 ,而 对 较 光 滑 的 图 像 , 则 应 选用 支撑 宽度 较 大 的 小 波 。 


(a) 
(b) 


图 4.20 图 像 信 号 的 Mallat 分 解 


小 流 包 利多 小 波 


为 了 满足 小 波 在 不 同 领 域 应 用 的 需要 ,人 们 从 许多 角度 对 小 波 理论 和 多 分 辨 率 分 析 进 
行 了 推广 ,如 小 波 包 、 多 小 波 , 混 合 小 波 包 理 论 ,M 带 小 波 , 第 二 代 小 波 等 。 本 章 主 要 介绍 小 
波 包 和 多 小 波 。 

小 波 包 分 析 是 小 波 分 析 的 延伸 ,其 基本 思想 是 让 信息 能 量 集 中 ,在 细节 中 寻找 有 序 性 ， 
把 其 中 的 规律 筛选 出 来 ,为 信号 提供 一 种 更 加 精细 的 分 析 方 法 。 它 将 频带 进行 多 展 次 划分 ， 
对 多 分 辨 率 分 析 没 有 细 分 的 高 频 部 分 进一步 分 解 ,并 能 够 根据 被 分 析 信 号 的 特征 自 适应 地 
选择 相应 频带 ,使 之 与 信号 频谱 相 匹 配 , 从 而 提高 时 一 频 分 辨 率 。 

多 小 波 是 小 波 理论 的 新 发 展 , 多 小 波 是 指 由 两 个 或 两 个 以 上 的 隔 数 作为 尺度 函数 生成 
的 小 波 。 为 了 区 别 多 小 波 与 传统 意义 下 由 一 个 尺度 函数 生成 的 小 波 , 称 后 者 为 纯 量 小 波 
(scalar wavelet) ,也 称 单 小 波 Cunit wavelet ) 。 由 于 多 小 波 可 以 同时 拥有 许多 良好 的 性 质 ， 
如 对 称 性 、 短 支撑 性 、 正 交 性 和 高 阶 消失 和 矩 等 ,使 得 多 小 波 比 单一 小 波 具 有 更 多 的 优势 。 


5.1 小 波 包 


离散 小 波 变 换 和 二 进 小 波 变换 只 对 信号 的 低频 部 分 做 进一步 分 解 , 而 对 高 频 部 分 即 信 
号 的 细节 部 分 不 再 继续 分 解 。 这 种 信号 分 析 方法 特别 适用 于 具有 丰富 低频 成 分 的 信号 。 但 
也 有 另外 一 些 类 型 的 信号 ,它们 没有 或 很 少 有 低频 成 分 , 而 在 相对 较 高 的 频率 范围 内 存在 若 
于 明显 的 谱 峰 。 在 这 种 情况 下 ,所 希望 的 信号 分 析 应 该 是 不 仅 只 对 低频 频段 做 精细 划分 ,而 
且 也 能 对 高 频频 段 做 更 精细 的 划分 。 为 此 ,需要 有 能 将 小 波 空间 划分 为 子 空间 的 基 畏 数 。 
M. V. Mickerhanser,R. R. Coiftman 等 人 在 小 波 变换 基础 上 进一步 提出 了 小 波 包 的 概念 , 它 
可 以 看 做 是 函数 空间 逐 级 正 交 部 分 的 扩展 。 


5.1.1 小 波 包 定 义 与 性 质 

小 波 包 分 析 CWavelet Packet Analysis) 能 够 为 信号 提供 一 种 更 加 精细 的 分 析 方 法 ,小 
波 包 不 仅 对 尺度 空间 V, 进行 分 解 , 同 时 也 对 小 波 空 间 W, 进行 进一步 的 分 解 , 并 能 根据 被 
分 析 信 号 的 特征 ,自动 地 选择 相应 频带 ,使 之 与 信号 频谱 相 匹 配 。 

我 们 用 一 个 三 层 的 分 解 为 例 , 对 小 波 包 分 析 进 行 说 明 , 其 小 波 包 分 解 树 如 图 5.1 所 示 。 
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图 5.1 三 层 小 波 包 分 解 树 


图 中 ,A 表示 低频 ,D 表示 高 频 ,未 尾 的 序号 数 表示 小 波 包 分 解 的 层 数 (也 即 尺度 数 ) 。 
分 解 具有 关系 : 
S=AAA3 十 DAA3 十 ADA3 十 DDA3 二 AAD3 十 DAD3 十 ADD3 十 DDD3 
在 多 分 辨 分 析 中 ,L* (R) — QW, ,表明 多 分 辨 分 析 是 按照 不 同 的 尺度 因子 j 把 Hilbert 
空间 L (R) 分 解 为 所 有 子 空间 W, G € 2Z) 的 正 交 和 。 其 中 ,W, INER g G) K AE Oh 
波 空间 )。 现 在 我 们 希望 进一步 对 小 波 子 空间 W, 按照 二 进 制 分 式 进行 频率 的 细 分 ,以 达到 


提高 频率 分 解 率 的 目的 。 
一 种 自然 的 做 法 是 将 尺度 子 空间 V; 和 小 波 子 空间 W, 用 一 个 新 的 子 空间 U; 统一 起 来 
表征 , 若 令 
U; =V; . 
U! —w, jez} (5.1.1) 
则 Hilbert 空间 的 正 交 分 解 V; =V 0 Wj+t1 即 可 用 U; 的 分 解 统一 为 : 
U =U n DUm JEZ (5.1. 2) 


定义 子 空 间 UT 是 函数 u, (2) 的 闭 包 空 间 , 而 UT" 是 函数 uos (gb 的 闭 包 空间 ,并 令 un COD 
满足 下 面 的 双 斥 度 方 程 ， 


kcZ 


ua, (t) 一 V2 S hLE]u, (2t — k) 
(5.1.3) 


una (E) = /2 D gDk]u, (2t — k) 
&cZ 


式 中 ,g(k) 二 (一 1) 饭 (1 一 k) , 即 两 系数 也 具有 正 交 关系 。 当 n—0 时 ,以 上 两 式 直 接 给 出 


uo (t) = > h[k]u (2t — k) 
vt (5. 1. 4) 
u(t) = S gLk J]u (2t— k) 
BEZJAKA P pO A VB 满足 双 尺 度 方程 ; 
(5. 1.5) 


eO) = DORER] (2t — k), (h[E] Y z € P 
PD = D) glk]g (2t — k), (g[k] z € P 
kEZ 


相 比 较 ,z OAI a CO 4r LEES RERA ORRERA 0D. RG. 1. DERG. 1. 20 f] 
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等 价 表示 。 把 这 种 等 价 表示 推广 到 nE zZ, ( 非 负 整 数 ) 的 情况 , 即 得 式 (5.1. 3) 的 等 价 表示 为 
UU OU — j€Zin€Z. (5. 1. 6) 
定义 5.1.1 《〈 小 波 包 ) 由 式 (5. 1. 3) 构 造 的 序列 tu CO ) (其 中 n € ZO NR h E pP8 3k 
uw C) 7 $ CO RRXE BU ERZE. 14 n=0 时 , 即 为 式 (5.1.4) 的 情况 。 
由 于 eG) ADE]WE— HERE . Br L M BR (u, C) }sez, 26 TERI AERJ) GE EI NIE, 
小 波 包 具有 以 下 性 质 : 
性 质 1 对 于 任意 非 负 整 数 ”, 若 它 的 二 进 制 表示 为 


n= Mes 一 0 或 1 (5.1.7) 
则 小 波 包 jy SE E 8 
六 (w) 一 [Tm (7) (5. 1,8) 
其 中 
mo Gi) S DATA ]e 


1 (5.1.9) 
m; (7 5 2g [ede * 


由 于 式 (5.1.7? 中 的 和 是 有 限 和 ,所 以 式 (5.1.8) 中 的 积 为 有 限 积 。 当 户 为 有 限 滤波 器 
时 , 式 (5.1.9) 中 rzo Cw) ,mi (wo) 都 是 有 限 和 。 人 性 质 1 表明 ,jy 的 傅 里 叶 变 换 可 以 由 mo (o), 
m lw) RR 。 

性 质 2 ”对 于 任意 非 负 整数 n, p 具有 平移 正 交 性 , 即 

Gu, CET 2 sus, Ck) = j k € Z 

性 质 2 表明 ,wm 保持 了 尺度 函数 $ 的 正 交 性 。 

性 质 3 对 于 任意 非 负 整数 ,yor 与 jzr+t1 之 间 具 有 正 交 性 , 即 

Cuen ET} Y rper CE R00 8; J k C Z 

性 质 3 表明 ,尺度 函数 s ç 与 小 波 函 数 xi 一 少 之 间 的 正 交 性 可 以 推广 到 pos Ej paqa o 

性 质 4 小 波 包 的 平移 系 {m Ck) n€ ZU EC Z)HSIX L (RO B — 28 SUPR IE 25 3E , E 
中 Z+ 表示 非 负 整 数 的 全 体 。 


5.1.2 小 波 包 的 空间 分 解 
从 多 分 状 率 分 析 的 角度 看 ,小 波 分 析 就 是 对 L^ (R) 进 行 正 交 和 分 解 , 即 
L' Qo - QW, (5. 1. 10) 

其 中 ,每 个 小 波 子 空间 W, RTE (Dia jscz 生 成 。 设 g(t) 及 其 伟 里 叶 变 换 亚 (w) 的 窗 
口 半 径 分 别 为 A, 与 Aç, WER pa =V Ak) REZ 及 其 傅 里 叶 变 换 g, BUT 
口 半径 分 别 为 方 Ay 和 27Av。 这 表明 , 随 着 j 的 增 大 ,了 ,的 基 函 数 几 ,的 窗口 宽度 随 之 减 
小 ,而 其 传 里 叶 恋 换 的 窗口 宽度 却 随 之 增 大 。 也 就 是 说 , 随 着 ; 的 增 大 ,相应 小 波 基 郴 数 的 
空间 局 部 性 越 好 , 即 空间 分 辨 率 越 高 ,而 其 频谱 的 局 部 性 变 得 越 差 , 即 频 谱 分辨 率 越 低 。 这 
一 特性 是 正 交 小 波 基 的 一 大 缺陷 。 为 克服 这 一 不 足 ,需要 对 W, 做 进一步 的 分 解 。 

下 面 介绍 如 何 用 小 波 包 对 小 波 空间 W, 进行 更 精细 的 分 解 ,使 得 在 新 的 标准 正 交 基 下 ， 
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能 够 对 包含 大 量 细节 的 信号 进行 更 好 的 时 频 局 部 化 分 析 。 
XHEXCGE frs nc Z 和 任何 一 个 整数 JEZ, 令 U: 表示 由 小 波 包 ww 的 二 进 伸缩 和 平 
移 2/7 (2it 一 k&),kEZ 的 线性 组 合生 成 的 L*(R) 的 闭 子 空间 , 则 
U?—-V;,, jEZ 
loce. JEZ 
Hp, (V; } 是 由 尺度 函数 二 5$ ÆR L (CR) 的 多 分 辨 分 析 WL OW) E H RE = w 
生成 的 正 交 小 波 子 空间 序列 。 利 用 新 的 记号 ,可 将 正 交 分 解 
VSV an O W i C€ Z 
改写 为 
U; CU; QU; JEZ 
定理 5.1 表明 ,这 个 正 交 分 解 能 够 由 n=0 推广 到 任意 nc Z. 。 
定理 $.1 对 于 任意 非 负 整数 nC Z. ,有 
U; =U O UI ,jEL (5.1.11) 
证 明 : 由 性 质 3 可 知 ,U?” |UT'', 
根据 小 波 包 的 定义 5.1.1 可 以 推出 ， 
| Hen C — D = 42 2 hEk — 210]p, (2t — k) 


[na G— D= 2 $ glk — 20. (21: — k) 


将 上 式 中 的 上 用 223m A U a CU; U$ CU; E Uf TU &U;, 
根据 小 波 包 的 定义 即 h,g BD PAREA Fa. 


p — D z MAU 2k us (7, — JM. zel- 2k Jun (7 4) 


(5.1.12) 
gr ar fH U; CUM. O Umi, 
综 上 所 述 , 有 USSU O UP. uH. 
定理 5.2. 对 于 每 个 j=1,2,…, 有 
W; —UZL,G Ui 
一 HAS) U; . @ Uih @ Uj+z (5.1.13) 
= -Ue UL ODO UF 
且 对 给 定 的 Oscm-—2* 1e kj K ;2>1, 3k £ 
(2T ua, (770-0) € Z) 
是 空间 U8 如 的 一 个 规范 正 交 基 。 
HFW =U ,反复 利用 定理 5.1 即 可 证 明定 理 5. 2。 
若 设 小 波 空间 Wi 的 正 交 小 波 基 是 (ys)iez, 则 正 交 小 波 T fE; 个 频带 内 提取 的 局 
部 信息 的 频率 窗 为 H, = (277 A,,27* A) Hh. A 为 小 波 y B948 B npoIE A p 的 半径 。 显 
然 , 随 着 170 二 0) 的 增 大 , 瑟 的 宽度 增加 。 定 理 5.1.2 表明 , 若 使 用 式 (5. 1.13) 中 第 个 正 交 
分 解 细 分 空间 W, UIT. j 个 频带 H, 进一步 划分 成 2 个 “ 子 频 带 ”Ht",m 一 0,1,…,2: 一 1。 因 
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此 ,小 波 包 具 有 划分 较 高 频率 频带 的 能 力 , 可 得 到 比较 好 的 频率 局 部 化 。 

在 实际 应 用 中 ,我 们 通常 关心 的 是 L^ (R) 的 某 个 子 空间 V, =U 的 小 波 分 解 和 小 波 包 
分 解 。 现 以 工 一 3 为 例 , 比 较 V, = US. 的 小 波 分 解 和 小 波 包 分 解 , 如 图 5. 2 所 示 , 其 中 图 
5. 2(a) 表 示 V, 经 小 波 分 解 的 空间 剖 分 ,而 图 5. 2(b) 表 示 V, 经 小 波 包 分 解 的 空间 前 分 。 


(2) 小波 分 解 (b) 小 波 包 分 解 
图 5.2 同一 空间 利用 小 波 分 解 和 小 波 包 分 解 的 空间 前 分 | 
在 图 5. 2(a) 中 , 子 空间 V, .W, .W, 、W 的 值 将 V, 覆盖 , 且 它 们 之 间 不 相互 重要 。 易 知 ， 

Ve We W: Wa 中 每 个 空间 的 基 琐 数 放 在 一 起 构成 V, 的 一 组 规范 小 波 正 交 基 ,也 即 Mallat 多 
分 辨 分 析 的 小 波 正 交 基 。 它 们 在 图 5. 2(b) 中 对 应 的 相同 的 空间 为 Us .LU 、U 如 图 5. 3(a) 
所 示 。 一 般 地 ,在 图 5. 2(b) 的 二 叉 树 上 取 一 组 子 空间 集合 ,如 果 其 直 和 恰 能 将 V, =U; 空间 覆 
盖 , 相 互 间 又 不 重合 , 则 这 组 空间 集合 的 正 交 规范 基 便 组 成 一 个 小 波 包 正 交 基 。 除 了 小 波 基 
外 ,还 存在 Vs 的 许多 其 他 剖 分 对 应 不 同 的 规范 正 交 小 波 包 基 ,如 3、、…、Ui ,如 图 5. 3Cb) 
Bir zs ; Us Ui ` i Ut U? U3 ;如 图 5. 3CO PTR; U; UI UE UI UE ;如 图 5. 3(d) 所 示 。 


图 5.3 V: 的 小 波 包 二 又 树 中 构成 Vs 的 不 相互 重 权 覆盖 的 几 种 情况 
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称 每 一 个 节点 有 0 个 或 2 个 子 节点 的 二 叉 树 为 可 容许 树 。 可 容许 树 与 小 波 包 正 交 基 之 
间 存 在 一 一 对 应 关系 ,例如 ,图 5.3 中 的 4 个 空间 前 分 对 应 的 可 容许 子 树 如 图 5.4 所 示 。 

已 证 明 , 在 深度 为 7 的 完全 小 波 包 二 叉 树 中 ,不 同 的 可 容许 子 树 的 个 数 Bj 满足 2” ' < 
B,<2+”  , 特别 地 , 当 J=1 十 L= 二 1 十 logsN 时 ,有 2* 志 Bi 声 2?M。 这 说 明 V, 的 小 波 包 二 
叉 树 中 至 少 有 2 个 正 交 小 波 包 基 。 


VU VU’ 
U, 
U; 
us Us 
us U; U; U,U, Us u U, 
(a) (b) 
V=U 
ti 
U, 
Us Us U; U; U; Us Us Us 


(c) (d) 


图 5.4 图 5.3 中 4 个 空间 前 分 对 应 的 可 容许 子 树 


5.1.3 小 波 包 滤波 器 组 


下 面 介 绍 如 何 通过 离散 小 波 变换 的 滤波 器 组 快速 计算 出 小 波 包 系 数 。 对 任何 长 度 为 
N=2 的 均匀 采样 的 离散 输入 信号 5[&], 为 计算 小 波 包 系数 ,将 b[&] 在 尺度 2: 下 的 一 个 
逼近 函数 f(z) EV =U 联系 起 来 , 它 的 分 解 系数 oz [n] — CP ME: 

b[k]=N a [& ]& f (N E) (5.1.14) 

UL 的 小 波 包 分解 二 叉 树 如 图 5.5 所 示 。 我 们 要 解决 的 主要 问题 是 ,已 知 OE UY 的 
子 空间 U? 上 的 小 波 包 系 数 , 计 算出 SOEU 的 两 个 子 空间 UT M URT 上 的 小 波 包 系数 ， 
Hp U 与 Un 和 Unt zB gBXO.1.1D,;—L—1,L—2,7,1,0, 

根据 定理 5. 1.2, 子 空间 Ur. , BL IE 22 HE 

| (20*0/, (2/1 t—k) kEZ)} 
Br UA. FOE TF 28 RI Un 上 的 投影 (小 波 包 )? 系 数 为 
dia [&£]— Gf G) 28752, (2j t— R)) 
在 树 的 根部 , 即 j— L—1 f di[R]—a.[& J f pk k CS. 1. 140 Bi b [e JE GB. 
类 似 地 , 记 fO ET 25 [B] U^ MUY 上 的 投影 (小 波 包 ) 系 数 分 别 为 d? Ade, h 
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小 波 和 包 的 定义 及 式 (5.1. 11) ,容易 将 Mallat 小 波 快速 算法 推广 到 小 波 包 的 情况 ,从 而 得 到 
如 下 的 小 波 包 快 速 分 解 与 重 构 算法 。 


AA AA 


0 1 2 3 4 5 6 7 
Urg U, gUtg Us. U, <. UL kg Up U Lek 


图 5.5 V,—UI 的 小 波 包 分 解 二 叉 树 


命题 5.1.1 
小 波 包 分 解 : 
dP [k]= DhU 2k T4 [11 
en (5.1. 15) 
dr[k]— 2;sU — 2k] [1] 
RUE: 
dia [k]= $} hEk— 20]a7 [Lt $) gik — 2i]d [1] (5.1.16) 


由 图 5. 5 可 以 看 出 ,从 小 波 包 树 的 树 根 开始 , 没 着 二 叉 树 的 树枝 按照 式 (5.1. 15) 3X GE 
算 ,可 算出 所 有 的 小 波 包 系数 ,如 图 5.6(a) 所 示 。 反 之 ,给 定 图 5. 5 中 任 一 可 容许 子 树 叶 结 
点 上 的 小 波 包 系 数 , 从 树 最 底层 开始 ,反复 利用 式 (5. 1. 16) 进 行 重 构 ,直至 树 的 顶部 即 可 恢 
复 系数 dl ,进而 可 由 式 (5. 1.14) 计 算出 5[&]。 小 波 包 的 重 构 过 程 如 图 5. 6(b) 所 示 。 

对 于 有 限 长 信号 的 小 波 包 算法 ,我 们 会 遇 到 与 快速 小 波 变换 相同 的 边界 卷 积 问题 。 一 
种 常用 的 方法 是 采用 周期 延 拓 的 边界 处 理 方法 ,这 时 ,对 每 个 j, 以 及 0 三 n 二 2i ,d: 有 2 一 
个 小 波 包 系数 。 如 果 将 树 根 所 在 的 层 称 为 树 的 第 0 层 , 则 树 的 第 7 了 (j= 二 1,2,…,) 层 共 包 含 
2 一 2 一 2 一 六 个 小 波 包 系 数 。 所 以 ,一 个 完全 小 波 包 二 叉 树 中 从 第 一 层 到 第 工 层 有 
Nlog; N 个 小 波 包 系数 。 

在 深度 为 log N 的 完全 小 波 包 树 中 ,所 有 的 系数 可 以 通过 对 OKL 由 式 (5. 1.1503X 
RRHH. PARI EU K 个 非 零 系数 , 则 小 波 包 分 解 需要 K Nlog; N 次 加 法 与 乘法 运算 。 

从 可 容许 树 的 小 波 包 系 数 恢复 a = di 的 计算 复杂 度 , 是 与 可 容许 树 中 结 点 的 个 数 有 关 
的 。 当 可 容许 树 是 深度 为 log, N 的 完全 二 叉 树 时 ,运算 的 次 数 最 多 ,为 KNlog: N 次 加 法 与 
乘法 运算 。 若 可 容许 树 是 小 波 树 , 则 需要 少 于 2KN 次 加 法 与 乘法 运算 。 
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(b) 小 波 包 重 构 


图 5,6 小 波 包 系 数 的 分 解 与 重 构 


5.1.4 最 佳 小 波 包 基 的 选择 


从 小 波 包 基 的 定义 可 知 ,L? (R) 小 波 包 基 有 很 多 。 不 同 的 小 波 包 具 有 不 同 的 性 质 ,反应 
不 同 的 信号 特性 。 对 特定 的 信号 ,要 选取 最 优 的 小 波 包 基 。 首 先 要 给 出 一 个 信号 序列 的 代 
价 函数 ,然后 在 小 波 库 {2 2U, (271 — D |sezt ,xez) 中 的 所 有 小 波 包 基 中 寻找 使 代价 函数 最 
小 的 基 , 此 基 便 称 为 最 优 基 。 

个 信号 序列 == {zx;} 的 代价 函数 可 以 定义 为 该 序列 的 任何 称 为 粮 的 实 函 数 M (z), 

但 MCz) 必 须 满足 如 下 的 两 个 原则 : 

D 序列 质量 集中 度 , 即 当 序列 元 素 大 体 一 致 相同 时 ,MKz) 应 大 ,反之 应 小 。 

(2) 序列 可 加 性 , 即 MCO) = 0,M((z,))= SIM GO, 


下 面 是 一 些 常用 的 代价 函数 .: 

OD 设 定 一 门限 值 。>0, 并 计算 序列 {zi } 中 绝对 值 大 于 es 的 元 素 个 数 M(e),M(e) 即 为 
代价 函数 。 这 种 代价 函数 的 特点 是 ,给 出 了 所 给 精度 下 所 需 传送 的 系数 个 数 。 

(2) 依据 P Ek p<2 的 范 数 的 密集 度 , 即 选 择 一 个 任意 数 p<2, 并 令 MG = || (z) || ,, 
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这 种 代价 函数 的 特点 是 ,一 个 单位 能 量 函 数 的 P 模 越 小 , 则 能 量 越 集中 在 少数 系数 上 。 
(3) 对 数 粹 , 即 令 M(z) = $lel |’ WE lgo = o, 


(4) PRR, BIETER z = {zi) ,定义 其 Shannon-Weaker 炳 为 M(z) 一 一 >)pilgpi, 其 
P p= dkn“ p= 0 时 ,规定 plg0 = 0 ARRA EARE BEMA E 3923 R 28 
下 的 原始 信号 恢复 所 需 系数 成 正比 的 。 

假设 代价 函数 MCz) 已 定 , 则 最 优 基 可 由 如 下 方法 给 出 。 

设 z— {zi) 为 空间 V 中 的 一 序列 , 记 B 为 从 小 波 库 中 选取 的 一 个 正 交 基 , 记 B. E z #E 
正 交 基 B 下 的 系数 。 对 zEV, 若 M(Bz) 是 最 小 的 , 则 B 为 最 优 基 ， 

下 面 以 图 例 方法 ,给 出 一 个 水 平 树 状 小 波 包 最 优 基 的 选取 方法 。 

图 5. 7 JU, 的 空间 分 解 。 


图 5.7 小 波 包 子 空间 分 解 关系 


图 5.8 Ay fe ti xg Ar RATRE. PL e S X z— {xi) 在 U。 下 的 投影 序列 的 
代价 值 为 50, 其 他 类 推 。 最 底层 序号 是 分 解 为 Us 子 空间 的 子 空间 顺序 号 。 


图 5.8 各 水 平 小 波 包 信息 代价 值 


其 选取 过 程 由 如 下 两 步 完 成 

(1) 从 最 低层 ( 即 0 水平 ) 的 树 开始 ,以 0 水 平 的 空间 分 解 号 作为 代价 初始 参考 值 并 给 
以 标记 。 称 高 层 节点 为 父 结 点 ,低层 结 点 为 子 结 点 。 当 高 层 父 结 点 信息 代价 数 比 低层 子 结 
点 信息 代价 数 之 和 小 时 , 则 保留 母 结 点 代价 数 , 并 给 以 标记 ,否则 ,以 子 结 点 信息 代价 数 之 和 
代替 母 结 点 的 信息 代价 值 。 如 此 上 推 ,直到 顶层 ,如 图 5.9 所 示 。 
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图 5.9 最 优 基 的 选取 示意 图 


(2) 检查 所 有 结 点 ,图 5. 9 中 最 优 基 点 涂 上 阴影 , 当 高 层 有 结 点 被 标示 时 ,其 相应 低层 
子 结 点 的 标记 应 删 去 ,最 后 将 选取 被 标记 的 并 被 涂 上 阴影 的 结 点 位 置 作为 最 优 基 ,最 低层 的 
最 终 保 留 下 来 的 标记 ,作为 选取 的 结 点 ,将 最 优 基 中 的 系数 以 一 定 顺序 找 出 。 


5.2 多 小 波 


在 小 波 的 应 用 中 ,由 一 个 实 的 小 波 函 数 的 伸缩 与 平移 形成 的 L2 (R) 空 间 的 基底 ,不 可 
能 同时 具有 正 交 性 、 紧 支 性 和 对 称 性 ,而 用 多 个 函数 的 伸缩 与 平移 形成 的 L2 (R) 空 间 的 基 
底 就 可 以 解决 上 述 困 难 。Goodman 等 提出 多 小 波 的 概念 ,其 基本 思想 是 将 单 小 波 中 由 单个 
尺度 函数 生成 的 多 分 解 分 析 空间 ,扩展 为 由 多 个 尺度 函数 生成 。1994 年 ,Geronimo, Hardin. 
和 Massopus 构造 了 著名 的 GHM 多 小 波 , 它 既 保持 了 单 小 波 所 具有 的 良好 的 时 域 与 频 域 
的 局 部 化 特性 ,又 克服 了 单 小 波 的 缺陷 ,将 实际 应 用 中 十 分 重要 的 光滑 性 、 紧 支 性 .对 称 性 、 
正 交 性 完美 地 结合 在 一 起 。 


5.2.1 多 小 波多 分 辨 分 析 


和 单 小 波 一 样 ,多 小 波 变 换 也 是 在 多 分 辩 率 分 析 的 基础 上 建立 起 来 的 ,不 同 的 是 , 单 小 
波 只 有 一 个 尺度 函数 ,而 多 小 波 有 多 个 尺度 函数 。 下 面 对 比 单 小 波 ,简单 介绍 一 下 多 小 波 

1、 单 小 波 
(1) 只 有 一 个 尺度 函数 çG). 
(2) gb 经 平移 得 到 的 $C 一 &) 线 性 无 关 且 生成 一 空间 V。。 
(3) 4 (1 一 &) 经 伸缩 得 到 的 $$ (22: 一) 生成 空间 Vj,jE2Z, 且 有 : 

eV CVCV CV CV 2 

Ü VLR, n v,- (0) 
C) 有 一 个 小 波 函 数 y(t) ,经 平移 得 到 y(t 一 &) 生 成 空间 W. HA: 

V- =V, OW, 

2. 多 小 波 
COO 有 N 个 尺度 函数 400 4. CO N CO RT FE CD [4 G). ,pn CO ]" 表示。 
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(2) 尺度 函数 平移 得 pı 05 da Gk), ,pn CD ,生成 一 空间 Vo. WE CO XR 
R[$ C: Skp C —D]—9,0,,; 0i, j N—1.k (1) 为 正 交 多 尺度 函数 。 
(3) 和 尺度 函数 对 应 及 个 小 波 函 数 WOO — [n Q). QD e a CO ]7 ,小 波 函 数 平移 得 
di CER) ,Jp (ER) v ds GR), ER E E Wos EE Uh CO k) C* D) — 8; 
0xci,j N— 1, Uf WC) 为 正 交 多 小 波 函 数 。 
(4) 类 似 单 小 波 的 情形 ,有 二 尺度 差分 方程 ; 
o) = D H,O Qr—k) 


PHO = DIGOR) 
k 


H,.G, E NX N EE, 
(5) 3E RUE (Gi C* —k) C —D2 0, BI W, LV, ,此 时 和 单 小 波 中 类 似 , 对 VCDE 
V, ,可 分 解 为 
fO = MCP?e c — k) 


k€ Z 


= JCT ptk >) PIDIPT222W (t — k) 


kEZ jo Sj<0 ke z, 


式 中 
CP = [d «ea sn pa J 
DP =[d dt n aua 

将 正 交 单 小 波 中 的 分 析 与 重 构 算法 推广 至 正 交 多 小 波 , 可 以 得 到 


分 解 过 程 
N-1 N—1 
C? = MHCÉ., DYP = YGCÉ. jk € Z (5.2. 1) 
m-—D m0 
重 构 过 程 
C? = 3IHL4Cf^ + 5161, DD (5. 2. 2) 
k k 


5.2.2 正 交 多 小 波 


首先 给 出 正 交 多 小 波 的 定义 。 
定义 5.2.1 r E ZER BER D CO — (hsg g) RARER s IRE 
COC) DC —2) =en nE (5. 2. 3) 
其 中 工 E + 阶 单位 矩阵 SER @(z) 生 成 的 小 波 函 数 MIC) 是 正 交 的 ,如 果 满 足 
(DC 0, WC* —2)) — OC * 2), C* —n))—0 (5. 2. 4) 
QC DPE —2) =p n€ Z (5. 2. 5) 
其 中 0 为 >Xr NEER., 


GHM 正 交 多 小 波 开始 是 用 分 形 插值 的 方法 构造 出 来 的 , 它 具 有 比较 好 的 性 质 , 然而 ， 
用 同样 的 方法 构造 多 小 波 相当 麻烦, 且 计算 量 很 大 ,难以 广泛 使 用 ,于 是 ,Chui 和 Liants21 gt 
究 了 多 小 波 的 正 交 性 、 紧 支撑 性 、. 对 称 性 和 插值 性 等 ,利用 对 称 性 构造 出 了 支撑 在 [0,2] 和 
[0,3] 上 二 重 多 尺度 函数 和 多 小 波 , 并 不 用 分 形 插值 的 方法 重 构 了 GHM 多 小 波 。 


第 5 章 小 波 包 和 多 小 波 。 81。 


下 面 是 几 个 经 典 的 多 小 波 系 统 : 
a) GHM 多 小 波 系 统 :]. Geronimo,D. Hardin, P. Massopust 用 分 形 插 值 构成 ,有 两 个 
尺度 函数 和 两 个 小 波 ,对 应 的 两 尺度 系数 扎 阵 和 小 波 系数 矩阵 分 别 为 


3 4⁄2 3 o 0 0 
5 5 5 
H(0)— 'H(D=| ， SH(D—| 9 8 
o1. 8 — 1042 10 
10/2 10 1042 
0 0 -1 -2 > — 
1042 10 1042 
e| 2 gp[60-— v2 n ,G(1)= 
—— 1 342 _ 
10/2 w To 10 ? 
9 _ 3 -l o 
1042 10 
GO») v2 ,G(3)= 1042 
9 8342 1 0 
10 10 10 
该 小 波 系 统 具 有 以 下 良好 的 性 质 ， 


CD 尺度 函数 和 小 波 的 支撑 区 间 分 别 为 [0,1] 和 [0,2]; 

© 尺度 函数 对 称 , 小 波 构成 对 称 和 反对 称 ; 

© 尺度 函数 的 所 有 平移 都 是 正 交 的 ; 

@ 该 系统 有 2 MEEN. 

(2) 系数 正 交 对 称 且 通 近 阶 为 3 的 Chui-Liant55 多 小 波 ,尺度 系统 和 抢 阵 分 别 为 


10 一 3 V10  _5V6—2 V15 
0 40 


H(0)= 
5/6+7 V15 15—3 V10 
40 40 
304-3 /10 5/6 一 2 V15 
40 40 
H(1)= 
5V6 十 ?7V15 15—3 V10 
40 40 
30 十 3 V10 546 一 2 V15 
40 40 
H(2)— 
54/6 4-7 V15 15—3 /10 
40 40 


10—3 4/10 _ 54/6 — 2 V15 
40 40 
五 (3) 一 


|. 546 一 7 V15 5 十 3 V10 
40 40 


V(x)—G @(2z=) +G, @ (2z=—1) -G;,0(2x—2) (5.2.6) 
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其 中 
G = DH, Ken ——p! Hi (Gs —DH,; 


MIENNE 
D-des( yr T vpn) 


(3) Daubechies 正 交 多 小 波 的 两 尺度 系数 矩阵 和 小 波 系 数 矩 阵 


4 一 V3 1—73 
1-43 44/3 43 1-3 0 0 
五 (0) 一 4 4 ,H(1)= ,H(2)— 3 一 /3 1 一 /3 
0 1 十 V3 4+/3 xš Š 
4 4 
34-43 1—X43 
J43—1 3 一 V3 28 e 0 0 
0 0 —48—1 _ 8—48 4 4 
4 4 
(4) DGHM 正 交 多 小 波 (Donovan-Gernoimo-Hardin-Massopust) 
3 4⁄2 3 o 0 0 
5 5 10 
H(0)= ,H(1)— ,H(2)=| 9 3 
-— -à5^ dij ba a 
20/2 20 20/2 2 
0 0 一 一 -3 2 -i 
20/2 20 20/2 2 
H(3)= 2 ,G(0)= ,GXOD V2 
2042 -4 — — 0 
20 1042 20 
2 1l — 1 
2042 2042 
GO) = v2 ,G(3)= V2 
_ 3 —1l 
zo ° 20 ° 


5.2.3 多 小 波 的 构造 
对 多 小 波 的 构造 这 里 只 作 简 单 介 绍 。 从 信号 处 理 的 角度 看 ， 
H(»)— SIH,e% ,Glo)= Ge 

是 与 尺度 函数 和 小 波 函 数 对 应 的 矢量 滤波 器 。 多 小 波 的 构造 通常 可 转化 为 NXN X Et lË 
波 器 矩阵 系数 (五 ,G, iu 的 求解 。 与 单 小 波 相 比 ,一 方面 ,矩阵 中 元 素 的 增多 ,提供 了 更 大 
的 自由 度 与 灵活 性 ,使 得 相应 的 尺度 函数 .小 波 画 数 可 同时 满足 对 称 性 和 正 交 性 。 另 一 方 
面 ,由 于 矩阵 中 的 运算 要 比 实数 中 烦琐 ,这 又 使 得 多 小 波 的 构造 明显 比 单 小 波 困 难 。 

GHM 多 小 波 是 采用 复杂 的 分 形 插值 Cfractal interpolation) 方 法 得 到 的 。 在 此 基础 上 ， 
Strelal2359 等 给 出 了 用 二 尺度 相似 变换 法 来 构造 光滑 、 紧 支 . 正 交 、 对 称 的 尺度 函数 和 小 


波 函 数 的 具体 步 又。 而 Rieder 则 研究 了 如 何 把 多 小 波 的 构造 转换 为 线性 方程 组 的 求解 
问题 。 
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此 后 ,从 实际 应 用 的 角度 出 发 ,Lebrun 55 等 提出 “平衡 ?这 一 新 概念 ,并 给 出 了 设计 平衡 
多 小 波 的 初步 方法 。 所 谓 “ 平 衡 ", 是 指 [1,1,…,1]* 为 了 HCw) 的 特征 向 量 。 这 样 ,常数 矢量 


信号 通过 吾 (w) 后 仍 为 常数 信号 ,这 一 性 质 在 图 像 处 理 的 应 用 中 相当 重要 。 另 外 ,Jianga 
引入 了 多 小 波 的 时 频 分 辩 率 概念 及 计算 方法 ,并 以 尺度 函数 与 小 波 函数 时 频 分 辩 率 之 和 最 
小 为 目标 ,构造 了 N=2 时 ,长 度 为 3,…,7 的 对 称 -反对 称 多 小 波 。 这 使 得 多 小 波 的 构造 有 
了 较 好 的 准则 ,也 为 以 后 的 研究 莫 定 了 基础 。 


基于 MATLAB 的 小 波 分 析 


MATLAB 是 美国 Mathworks 公司 的 产品 , 是 一 个 优秀 的 工程 计算 和 仿真 软件 。 
MATLAB Æ% Fk Matrix) 和 实验 室 (Laboratory) 的 缩写 ,其 强大 的 科学 计算 与 可 视 化 功 
能 .简单 易 用 的 开放 式 可 扩展 环境 以 及 多 达 30 多 个 面向 不 同 领 域 而 扩展 的 工具 箱 
(Toolbox) x f$ ,使 得 MATLAB 在 许多 学 科 领 域 中 成 为 计算 机 辅助 设计 与 分 析 、 算 法 研究 
和 应 用 开发 的 基本 工具 和 首选 平台 。 

MATLAB 小 波 分 析 工 具 箱 是 在 MATLAB 中 实现 各 种 小 波 变 换 的 基础 。MATLAB 
小 波 分 析 工 具 箱 中 提供 了 两 种 处 理 方式 , 即 命令 行 和 图 形 界面 .命令 行 提供 了 灵活 的 处 理 
方式 ,而 且 可 以 和 MATLAB 的 强大 接口 功能 连接 ,使 用 户 方便 地 导出 各 种 小 波 工 具 。 而 图 
形 界面 方式 (GUT) 则 具有 操作 简便 、 界 面 友 好 的 特点 。 

本 章 简 要 介绍 MATLAB 小 波 分 析 工 具 箱 的 小 波 分 析 函 数 以 及 面向 对 象 设 计 方 法 。 


6.1 小 波 分 析 中 的 通用 函数 


MATLAB 小 波 分 析 工 具 箱 提 供 的 通用 小 波 变换 函数 如 表 6. 1 所 示 。 利 用 这 些 函 数 ， 
用 户 可 以 实现 利用 与 小 波 相 关 的 滤波 器 组 进行 信号 的 插值 和 采样 .计算 小 波 函 数 和 尺度 函 
数 以 及 小 波 管理 等 功能 。 


表 6.1 通用 小 波 变换 函数 


函数 名 说 明 函数 名 说 明 
biorfilt 双 正 交 小 波 滤波 器 组 scal2frq 尺度 对 应 频率 
centfrq 计算 小 波 中 心 频率 wavefan 尺度 函数 
dyaddown 二 元 采样 wavefan2 ZERERA 
dyadup 二 元 播 值 wavemngr 小 波 管理 
intwave UNE IS wilters ` 小 波 滤波 器 组 
orthfilt EZAR wmaxlev 最 大 小 波 分 析 尺 度 


qmf 镜像 二 次 滤波 器 
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1. biorfilt 

功能 : 双 正 交 小 波 滤波 器 组 。 

格式 ;@ [Lo-D, Hi-D, Lo-R, Hi-R] = biorfilt(DF,RF) 

@ [Lo-D1,Hi-D1,Lo-Rl,Hi-R1,Lo-D2,Hi-D2,Lo-R2 ,Hi-R2] = biorfilt(DF,RF, 8°) 

说 明 :该 函数 可 以 产生 与 双 正 交 小 波 相关 联 的 4 个 或 8 个 滤波 器 组 ,DF 为 分 解 滤 波 器 ， 
RF 为 重 构 滤 波 器 。 格 式 四 用 来 计算 与 由 DF,RF 所 指定 的 双 正 交 小 波 相 关联 的 4 个 滤波 
器 ,Hi-R 为 重 构 高 通 滤波 器 。 格 式 @ 返 回 8 个 滤波 器 ,前 4 个 与 分 解 小 波 相 关 ,后 4 个 与 重 
构 小 波 相关 。 

对 于 一 个 子 带 滤波 器 ,由 于 它们 不 满足 严格 对 称 和 精确 重 构 的 条 件 ,所 以 一 个 FIR 滤 
波 器 在 构造 正 交 小 波 时 存在 一 些 不 可 避免 的 缺点 。 因 此 就 必须 对 小 波 的 正 交 性 作出 让 步 ， 
改 用 双 正 交 小 波 , 即 

用 y 小波 进行 分 解 , 对 于 一 个 信号 ,其 分 解 系数 为 


£a [scodaGodz 
用 4 小 波 进行 重 构 , 即 
s= > € jaja 
两 个 小 波 之 间 存 在 着 如 下 的 关系 ， 7 
Jis GO gie dz = 0 j jk 


[oa Cz) dos (x)dx = 0 Ë = k 


举例 ， 

各 计算 与 bior3.5 相关 联 分 解 滤波 内 DF 和 重 构 滤波 器 RF 
[RF,DF]- biorwavf(’ bior3.5’); I 
% 计算 所 需 的 4 个 滤波 器 

[Lo D,Hi D,Lo R,Hi R] = biorfilt(DF,RF); 
subpiot(221);stem(Lo D); 

title AARE RRE) grid; 
subplot(222);stem(Hi D); 

title 分 解 高 通 滤 波 器 ') ;grid; 
subplot(223);stem(Lo R); 

title 重 构 低 通 滤波 器 ') ;grid; 
subplot(224);stem(Hi R); 

title & 4j $5 38 3E XX EO grid; 

输出 结果 如 图 6.1 所 示 。 
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图 6.1 5 bior3. 5 相关 联 的 分 解 滤 波 器 和 重 构 滤 波 器 


2. dyaddown 
功能 :二 元 取样 。 
格式 :@ Y = dyaddown(X,evenodd) 
© Y = dyaddown(X) 
© Y = dyaddown(X, evenodd, type °) 
(D Y = dyaddown(X, type , evenodd) 
说 明 :该 函数 是 用 来 从 向 量 X 中 每 隔 一 个 元 素 抽 取 一 个 元 素 组 成 向 量 Y。 对 于 格式 
@ ,如 果 evenodd 为 偶数 , 则 进行 偶 取 样 , 即 Y (l0 — X C210 ;如 果 evenodd 为 奇数 , 则 进行 奇 
取样 , 即 Y OO — X CZk-- D) ,如 果 省 略 evenodd 的 值 ( 即 格式 四 ), 则 evenodd — 0, Y (k) = 
X(2k) 。 对 于 格式 @ .格式 四 的 情况 ,X 是 一 个 矩阵 ,如 果 type= c, MAREE X 偶 ( 或 奇 ) 
数列 ,如果 type r, MARERE X 偶 ( 或 奇 ) 数 行 ,如 果 type m, MAREE X 位 于 偶 ( 或 
奇 ) 数 行 和 偶 ( 或 奇 ) 数 列 的 元 素 。 


举例 : 

s=1;10 名 定义 一 个 元 素 由 1 到 10 组 成 的 向 量 s 
dse = dyaddown(s) 和 进行 偶数 序列 抽取 

% dse = dyaddown(s,0)) 外 进行 偶数 序列 抽取 

dso = dyaddown(s,1) 多 进行 奇数 序列 抽取 
a=[1,2,3,4;5,6,7,8;9,10,11,12;13,14,15,16] 名 定义 一 个 人 矩阵 a 
dar = dyaddown(a,0,r’) % +H d ÉE a 的 偶数 行 

dac = dyaddown(a,1,'c') * WREE a 的 奇数 列 


dam = dyaddown(a,0,'m'^) $ 48 RO EE a 的 偶数 行 和 偶数 列 
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dac = 

1 3 

5 7 

9 11 

13 15 
dam = 

6 8 

14 16 
3. dyadup 
功能 :二 元 插值 。 


格式 :四 Y = dyadup(X, evenodd) 
© Y = dyadup(X) 
@ Y = dyadup(X,evenodd, type“) 
(D Y = dyadup(X, type, evenodd) 

说 明 :该 函数 实现 从 向 量 X 中 每 隔 一 个 元 素 填充 一 个 0 元 素 组 成 向 量 Y, 在 小 波 重 构 
算法 中 非常 有 用 。 对 于 格式 四 ,如 果 evenodd 为 偶数 , 则 进行 偶 插 值 , 即 YO 2k—1)= X(k), 
Y(2k) —0; 3l 5& evenodd 为 奇数 , 则 进行 奇 插值 , 即 YCZk— 1) 一 0,Y(C2k) 一 X(Ck); 如 果 省 略 
evenodd 的 值 ( 即 格式 四 ) , 则 evenodd 一 0,Y(2k 一 1) 一 XCGk) ,YC2k) 一 0。 对 于 格式 图 .格式 图 的 
情况 ,X 是 一 个 矩阵 ,如 果 type c; MAREE BE: X 偶 ( 或 奇 ) 数 列 , 如 果 type 二 r+, 则 插值 矩阵 X 
偶 ( 或 奇 ) 数 行 ,如 果 type 一 m, 则 在 矩阵 X 偶 (或 奇 ) 数 行 和 偶 ( 或 奇 ) 数 列 的 位 置 插 人 0 值 。 

举例 ， 

s=1;5% EX — +Z # H 1—5 组 成 的 向 量 s 

use = dyadup(s,0) % 3t 41 15 XX F 9 d$ Ë 

uso = dyadup(s,1) & 进行 奇数 序号 播 值 

a=[1,2;3,4;5,6;7,8]% # X — A E Ë a 
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uar = dyadup(a,0, r ) & 4$ f& 4E lE a DU f£ JE 43 

uac = dyadup(a,1,'c') & JÉ 4E E a By dp X Zl] 

vam = dyadup(a,0, m^) & $Ë # B: a Ë (E XC (rf 48 A a 
输出 结果 ， 


s= 


use = 
1 0 2 0 3 0 4 0 5 
uso = 
0 1 0 2 0 3 0 4 0 5 0 
a= 
1 2 
3 4 
5 6 
7 8 
uar = 


jJ O Uo WW O o 
mm o oo A o N 


uac = 
0 1 0 2 0 
0 3 0 4 0 
0 5 0 6 0 
0 7 0 8 0 
uam = 
1 0 2 
0 0 0 
3 0 4 
0 0 0 
5 0 6 
0 0 0 
7 0 8 
4. wavefun 


JI BB 9 PR RAR BE R 3k, 
格式 :@ [phi,psi,Xval]- wavefun( wname',iter) 
“@ [phil,hsil,phi2,psi2,Xval] = wavefun( wname',iter) 
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®© [psi,Xval]- wavefun( wname ,iter) 
@ wavefun( wname ,a,b) 
说 明 ;该 函数 用 来 返回 小 波 函 数 y 和 相应 的 尺度 函数 (在 尺度 函数 存在 的 情况 下 ) 的 近 
似 值 。 正 整数 iter 决定 了 反复 计算 的 次 数 , 从 而 确定 了 近似 值 的 精确 程度 。 
。 对 于 一 个 正 交 小 波 ,格式 @@ 返 回 尺度 函数 和 小 波 函 数 ,X 在 支撑 空间 上 有 2“ 个 点 。 
。 对 于 一 个 双 正 交 小 波 , 格 式 四 返回 分 别 用 于 分 解 的 尺度 函数 ($1) 和 小 波 函 数 (y) 以 
。 对 于 一 个 Meyer 小 波 ,有 :[phi,psi,Xvalj] 一 wavefun('wname ,iter) 。 
。 对 于 一 个 Morlet 小 波 或 Mexican Hat 小 波 , 有 [psi, Xval] — wavefunC wname!' ,iter) 。 
对 于 格式 @,a,b 是 正 整数 ,上 且 格式 图 等 价 于 wavefun[ wname' maxlas b? ], EWER 
度 函 数 和 小 波 函 数 的 近似 值 。 

举例 ， 
iter = 10;wav = “sym4 ;多 设置 小 波 的 名 字 和 计算 的 次 数 
% 下面 用 迭代 算法 计算 小 波 函 数 风 的 近似 值 并 画 出 波形 图 
forI-1;iter 

[phi,psi,Xval | = wavefun(wav,I); 

plot(Xval ,psi); 

hold on 
end 
titleC 小 波 函 数 sym4 的 近似 值 Citer 从 1—10) ) ; 
hold off 
输出 结果 如 图 6. 2 Bron. 


小 波 函 数 sym4 的 近似 值 (iter 从 1~10) 
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图 6.2 小 波 函 数 sym4 的 近似 值 
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5. wavemngr 
功能 :小 波 管理 。 
格式 :人 wavemngr( create ) 
© wavemngr( add ,Fn,Fsn,Wt,Nums,File) 
(3 wavemngr( add ,Fn,Fsn,Wt,Nums,File,B) 
@ wavemngr( del ,N) 
© wavemngr( restore’) 
(Ü wavemngr( restore ,In2) 
(7) Out1 = wavemngr( read ) 
Outil = wavemngr( read ,In2) 
(8) Out1 = wavenngr( read asc) 
说 明 :该 函数 是 一 个 用 于 小 波 管理 的 函数 , 它 可 以 对 小 波 进行 新 建 . 添 加 ,删除 .存储 和 读 
取 操作 。 对 于 格式 四 ,该 函数 可 以 用 来 创造 一 个 新 的 小 波 函 数 ( 扩 展 名 为 * .inf 或 *.asc); 对 
于 格式 外 ,格式 加, 该 函数 可 以 把 一 个 新 的 小 波 函 数 加 到 工具 箱 里 ,F, 是 Family Name 的 缩写 ， 
Fsn 是 Family Short Name 的 缩写 ,W, 是 Wavelet Type 的 缩写 。 当 WW, 二 1 时 ,为 正 交 小 波 , 当 
W,=2 时 ,为 双 正 交 小 波 , 当 W,—3 时 ,为 带 尺 度 蚂 数 的 小 波 , 当 W, = 时 ,为 不 带 尺度 函数 的 
小 波 。Nums 为 字符 串 的 个 数 File 为 小 波 函 数 名 ,对 于 W, 为 3.4 的 情况 ,B 为 小 波 有 效 支撑 
的 上 下 边界 ;对 于 格式 @, 该 函数 是 用 来 删除 一 小 波 ,NN 为 小 波 函 数 名 ;对 于 格式 加 .格式 @ ,该 
函数 用 来 保存 先前 的 小 波 函 数 ; 对 于 格式 @ .格式 @ .格式 @ 轩 ,该 函数 是 用 来 读 取 小 波 函 数 。 
举例 ， 
和 下面 列 出 在 MATLAB 中 已 有 的 小 波 函 数 


wavemngr( read ) 


输出 结果 : 
ans = 

Haar haar 

Daubechies db 

BiorSplines bior 

Coiflets coif 

Synlets sym 

Morlet norl 

Mexican hat mexh 

Meyer meyr 


% TF 2] Æ MATLAB 中 存在 的 所 有 的 小 波 函 数 


wavemngr( read ,1) 


输 当 结果 : 
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Haar haar 
Daubechies db 
dbl db2 db3 db4 
db5 db6 db7 db8 
db9 dbi10 dbxx 
BiorSplines bior 
biorl.1 biorl.3 bior1.5 bior2.2 
bior2.4 bior2.6 bior2.8 bior3.1 
bior3.3 bior3.5 bior3.7 bior3.9 
bior4.4 bior5.5 bior6.8 
Coiflets Coif 
coifl coif2 coif3 coif4 
coif5 
Synlets sym 
$ym2 sym3 sym4 sym5 
sym6 sym7 sym8 sym**x 
Morlet morl 
Mexican_hat mexh 
Meyer meyr 


6. wmaxlev 

功能 :计算 小 波 分 解 的 最 大 尺度 。 

格式 :L = wmaxlev(S, wname ) 

说 明 : wmaxlev 是 一 维 或 二 维 小 波 函 数 或 小 波 包 的 导向 函数 , 它 可 帮助 避 开 那些 不 必 
要 的 最 大 尺度 值 。 该 函数 返回 信和 号 或 图 像 的 最 大 分 解 尺度 。 

举例 : 

对 于 一 维 信号 的 长 度 为 2%10 的 情况 

s = 210; 
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w = /db1';11- wmaxlev(s,w) 多 小 波 函 数 为 dbl 时 ,计算 分 解 的 最 大 尺度 值 
w = ‘db7’ ;12 = wmaxlev(s,w) 和 小波 函 数 为 db7 时 ,计算 分 解 的 最 大 尺度 值 


输出 结果 : 
11-2 
10 
12-7 
6 
& XT — # 8 4 < S 29 [279,277 ] 8 lc 26 
s-[29,271]; 


w = 'db1';ll- wmaxlev(s,w) 名 小 波 函 数 为 dbl 时 ,计算 分 解 的 最 大 尺度 值 
w= db7 ;12 = wmaxlev(s,w) € J 3⁄8 3⁄3 db7 时 ,计算 分 解 的 最 大 尺度 值 
输出 结果 : 
11-7 

7 


6.2 X 5X 


MATLAB 小 波 分 析 工 具 箱 提供 的 小 波 变换 函数 如 表 6. 2 所 示 , 它们 主要 用 于 产生 一 
些 基 本 的 小 波 函 数 及 其 相应 的 滤波 器 。 


表 6.2 小 波 函 数 


函数 名 说 明 函数 名 说 明 

biorwavi 双 正 交 样 条 小 波 滤波 玫 neha | ETIN 
cgauwavf 复 Gaussian 小 波 meyer Meyer 小 波 
cmorwaví m 复 Morlet 小 波 meyeraux [^ Meyer 小 波 辅助 方程 
coifwavf NE Coiflet 小 波 滤波 器 morlet -| Morlet 小 波 

dbaux Daubechies 小 波 滤波 器 计算 rbiowavf 反 向 双 正 交 样 条 小 波 滤 波 器 

dbwavf Daubechies 小 波 滤 波 器 shanwavf B 复 Shanwavf 小 波 
fbspwavf 复 频 域 B- 样 条 小 波 symaux Symlet 小 波 滤波 器 计算 
gauswavf Gaussian 小 波 symwavf Symlet 小 波 滤 波 器 


1. mexihat 

功能 :墨西哥 帽 小 波 。 

格式 :LPSI,X] = mexihat(LB,UB,N) 

说 明 :该 函数 返回 一 个 有 效 支 撑 为 LLB,UBJj,z 有 N 个 均匀 分 布点 的 墨西哥 帽 小 波 , 其 
中 ,返回 向 量 PSI 为 g(x) 的 值 ,向 量 X 为 z 点 的 取 值 。 小 波 函 数 为 
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p) = (zm ) (Qr je * 
它 是 高 斯 概率 密度 函数 的 二 阶 导 数 。 
举例 : 
% 定义 有 效 支撑 的 长 度 
lb=-5;ub=5; 
& OX x EGO dE F PJ 2 RN 
n-1000; 
LES jS VES RE S RE Ei 
竺 其 中 ,x 为 在 有 效 支撑 上 均匀 分 布 的 点 ,psi 为 对 应 的 (x) 值 
[psi,x] = mexihat(lb,ub,n); 
% E H J 3 09 3k J 
plot(x,psi); 
title( Mexihat /^3X ^); 
输出 结果 如 图 6. 3 所 示 。 


~ 


Mexihat 小 波 
T 


-0.5 — ' 
EE 0 5 


图 6.3 墨西哥 幅 小 波 
2. meyer 
功能 ;Meyer 小 波 
É K OD [PHI,PSI,T]  meyer(LOWB,UPPB,N) 
@ [ PHI,T] = neyer(LOWB,UPPB,N, phi) 
@ [PSI,T]-meyer(LOWB,UPPB,N, psi ) 
说 明 :格式 四 返回 Meyer 小 波 在 有 效 支 撑 为 LLOWB,UPPBj], 在 有 效 支 撑 上 有 NN 个 均 
名 分 布点 的 Meyer 尺度 函数 ,和 为 2 的 正 数 次 宕 。 输 出 参数 为 尺度 函数 phi( 即 4) #li UE R 
数 psi( 即 /). 
3. morlet 
THE : Morlet 小 波 。 
格式 :;[PSI,X]= morlet(LB,UB, N) 
说 明 :该 函数 返回 一 个 有 效 支 撑 为 LLB,UBj], 在 有 效 支 撑 上 有 六 个 均匀 分 布点 的 Morlet 
小 波 。 输 出 参数 为 在 和 上 的 psi( 即 函数 的 值 。 该 函数 具有 的 有 效 支撑 为 [一 4,4]。 


z 
d(x)-—e ° cos 5r 
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举例 : 

lb= —4;ub- 4;n- 1 000; 

& 计算 并 画 出 Morlet / 3 m% 
[psi,x]- morlet(lb,ub,n); 
plot(x,psi);title( Morlet /^3k ^); 
输出 结果 如 图 6. 4 所 示 。 


1 Meorlet 小 波 
T T 


-4 -2 0 2 4 
6.4 Morlet 小 波 


6.3 一 维 小 波 变换 的 MATLAB 实现 


一 维 小 波 变换 包括 一 维 连续 小 波 变 换 和 一 维 离散 小 波 变换 。 
6.3.1 一 维 连续 小 波 变换 函数 


MATLAB 中 的 一 维 连续 小 波 函 数 如 表 6.3 所 示 。 利 用 它们 用 户 可 以 由 某 一 模式 构造 
用 于 连续 小 波 变 换 的 小 波 函 数 ,还 可 以 进行 一 维 连续 实 小 波 或 复 小 波 变 换 。 
表 6.3 一 维 连续 小 波 变 换 函 数 


说 明 
一 维 连 续 实 小 波 或 复 小 波 变换 


函数 名 说 明 


由 某 一 模式 构造 小 波 


pat2cwav 


cwt 
功能 :一 维 连续 小 波 变换 。 


格式 :@ coefs = cwt(s,scales, wname ) 


© coefs = cwt(s,scales, ‘wname , plot ) 
D BH YA eR COS — E E PR IN ET RC EP coefs 为 连续 小 波 变换 后 的 返回 系数 
WT Ca, D ERE , RAATI LEE BE ERR EE P. WT, Ca DE UN 


WT,(a,b) =< fidi, >= lal | a) s( a 


因为 f G2 dé — 1 BSEC ES =, MARTUA Fe) 的 形式 表示 ,一 1 Sillength CO ,所 
以 对 于 一 具体 的 尺度 a, cwHEHERE b JX 1:8 length CO BOSERZ B9 — 4 S 38 WT, Ca b). 
s 为 竺 分析 的 信号 ,在 计算 中 通常 是 以 离散 的 形式 给 出 ,如 在 MATLAB 自身 所 带 有 的 
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noissin 信号 等 。scales 为 连续 小 波 变换 的 尺度 向 量 ,wname 为 小 波 函 数 名 。 如 果 尺 度 为 离 
散 的 值 al ,a2,a3,…, 则 尺度 向 量 scale 可 以 表示 为 [al,a2,a3,…j] 的 形式 , 值 与 值 之 间 用 如 
号 或 空格 隔 开 ;倘若 尺度 向 量 由 起 始 尺度 amin IERE amax、 尺 度 步 长 astep 三 者 组 成 ， 
则 尺度 向 量 scale 可 以 表示 为 Lamin: step:amaxj] 的 形式 (中 括号 “[j” 此 时 可 省 略 ) ;倘若 尺 
度 向 量 同 时 包括 上 面 两 种 情况 , 则 把 离散 尺度 写 在 前 面 , 步 长 表示 方式 写 在 后 面 ,如 [al ,a2， 
a3,amin:astep:amax], wname 是 小 波 函 数 名 ,如 haar,dbl,db2,meyer $$, coefs 是 指 返 
回 系数 矩阵 (小 波 变换 系数 ) ,矩阵 的 行 数 为 小 波 变换 中 尺度 的 个 数 , 列 数 为 信号 采样 点 数 的 
个 数 , 如 noissin 信和 号 的 采样 点 个 数 为 100, 和 矩阵 第 一 行 的 值 对 应 第 一 个 尺度 变换 后 的 系数 ， 
第 二 行 的 值 对 应 第 二 个 尺度 变换 后 的 系数 ,以 后 依 此 类 推 。 对 于 格式 加 ,“plot” 是 用 来 画 出 
小 波 变换 后 系数 的 图 形 ,在 图 形 中 ,系数 的 大 小 是 以 灰 度 的 深浅 来 表示 ,颜色 越 深 , 则 变换 后 
的 系数 WT a bDK. 

另外 ,(1) 尺 度 必须 为 正 实数 ;(2) 豆 号 可 以 换 成 空格 的 形式 ; (3) 当 尺度 步 长 astep 没有 
显 式 给 出 时 , 则 表示 astep 取 默 认 步 长 1。 

举例 :对 MATLAB 中 所 有 的 noissin 信号 进行 连续 小 波 变 换 , 尺 度 a 为 0.48,1.0,1.2， 
2,4,6,8,10, 小 波 函 数 用 db3 ,请 求 出 连续 小 波 变换 后 的 系数 。 


BH. 

load noissin; 多 装载 信号 

s= noissin(1 : 100); 

ls = length(s); & iX ë S uA 1s 


% Xp s 进 行 一 维 连续 小 波 变 换 , 把 返回 系数 存 到 和 矩阵 w 中 
w=cwt(s,[0.48,1.0,1.2,2;2;10], db3' , plot‘) 
Xlabel(C 时 间 '); 

Ylabel( 变换 尺度 '); 

title 对 应 于 尺度 a=0.48,1.0.… 小 波 变换 系数 的 绝对 值 ); 
输出 结果 如 图 6.5 所 示 。 

执行 程序 后 ,返回 矩阵 为 一 个 9X100 和 矩阵。 变换 后 ,不 同 尺度 对 应 的 灰 度 值 图 如 图 6. 5 所 示 。 
对 应 于 尺度 a=0.48， 1.0… 小 波 变换 系数 的 绝对 值 


变换 尺度 


10 20 30 40 


50 60 70 8 90 100 
时 间 


图 6.5 小 波 变换 系数 的 绝对 值 对 应 的 灰 度 值 图 
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6.3.2 一 维 离散 小 波 变 换 函 数 


MATLAB 小 波 分 析 工具 箱 提供 的 一 维 离散 小 波 变 换 函 数 如 表 6.4 所 示 。 利 用 这 些 函数 ， 
用 户 可 以 进行 一 维 小 波 单 尺 记 和 多 尺度 分 解 .提取 多 尺度 小 波 变换 系数 .进行 小 波 重 构 等 。 


表 6.4 一 维 离散 小 波 变换 函数 


函数 名 
appcoef 提取 一 维 小 波 变 换 的 低频 系数 upwlev 一 维 小 波 分 解 的 单 尺 度 重 构 
detcoef 提取 一 维 小 波 变换 的 高 频 系 数 wavedec 多 尺度 一 维 小 波 分 解 
dwt 单 尺度 一 维 离散 小 波 变 换 waverec 多 尺度 一 维 小 波 重 构 
dwtmode 离散 小 波 变换 的 延 拓 模式 wenergy 一 维 小 波 分 解 的 能 量 
idwt 单 尺度 一 维 离散 小 波 逆 变 换 wroef 小 波 分 解 结构 的 低频 或 高 频 重 构 
upcoef 一 维 小 波 系数 的 直接 重 构 


1. dwt 

功能 : 单 尺度 一 维 离散 小 波 变 换 。 

格式 :四 [cA,cD] = dwt(X, wname ) 

© [cA,cD|= dwt(X,Lo D,Hi D) 

说 明 ; 该 函数 用 于 进行 一 维 离散 小 波 分 解 ,X 为 被 分 析 的 离散 信号 ,wname 为 分 解 所 用 
到 的 小 波 函 数 ,Lo_D、Hi_D 为 分 解 滤 波 器 ,cA 和 cD 分 别 为 返回 的 低频 系数 和 高 频 系 数 向 
量 , 它 们 长 度 相 等 且 为 :length(x)/2[ 当 length(x) 为 偶数 时 ] 或 [length (x) 十 1]/2[ 当 
length) AFAT]. 

如 果 令 /= 二 length(x) ,¿,—Jength(Lo_R) Ulli :length(cA) —length(cD) =floor(¿z+If—2)/2 

举例 : 

load noissin; 名 装载 原始 一 维 信 号 

s-noissin(l1: 1000); 

% 画 出 原始 信和 号 的 波形 

subplot(311);plot(s); 

titleC E 3616 55 

& 下 面 用 haar 小 波 函 数 进行 一 维 离散 小 波 变换 

[cal,cdl |= dwt(s, haar); 

subplot(323);plot(cal); 

Ylabel( haar(cal) ); 

subplot(324);plot(cd1); 

Ylabel( haar(cd1) ); 

多 给 定 一 个 小 波 db2, 计 算 与 之 相关 的 分 解 滤波 器 

[Lo _D,Hi_D]= wfilters( db2 , d°); 

* DERRE Lo_D,Hi_D 计算 信号 s 的 离散 小 波 分 解 系数 

[ca2,cd2 ] = dwt(s,Lo D,Hi D); 

subplot(325);plot(ca2); 

Ylabel( db2(ca2) °; 

subplot(326);plot(cd2); 
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Ylabel( db2(cd2) ); 
输出 结果 如 图 6.6 所 示 。 


原始 信号 

P4 T 

aV a aaa 
-20 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000 
e ie T T ex d T T 
[::] " 
o o 
& o AN IU Jj 3 J 
due VN : AMPH RA 
a [oe 
< -5 1 L -] 1 1 

0 200 400 600 0 200 400 600 
~ 2 T T ~ l T -a3 
N N 
[1 "OO 
N N 
Rel Kel 
二 =. 1 


7*6 200 400 600 0 200 400 600 
图 6.6  noissin 信号 的 一 维 离散 小 波 变 换 

2. idwt 

XH SE : EN. BE — E Ps BC IEEE 

格式 ;@ X= idwt(cA,cD, wname') 

@ X= idwt(cA,cD,Lo R,Hi R) 
@ X = idwt(cA,cD, wname' ,L) 
@ X = idwt(cA,cD, Lo R,Hi R,L) 

说 明 : E RRUBUI T HR. HE — EW A RO 316 B 8. OXEEE OD HRO, EERME 
函数 进行 重 构 ,对 于 格式 @ .格式 @, 它 是 用 重 构 滤 波 器 进行 重 构 , 其 中 ,cA 和 cD 的 长 度 是 
相等 的 ,Lo_R 和 Hi R 的 长 度 是 相等 的 ,返回 系数 X 为 重 构 后 信号 的 向 量 。 如 果 cA 的 长 
度 为 L ,Lo_R 的 长 度 为 二 , 则 XX 的 长 度 为 length(X) 二 2 x 1 一 Lt 十 2。 对 于 格式 加 格式 加， 
则 是 对 信号 中 间 长 度 为 LL 的 部 分 进行 重 构 ,L<2 x 4, 一 Li 十 2。 

运用 重 构 滤波 器 进行 重 构 的 步骤 可 以 用 图 6.7 方 框图 描述 。 


图 6.7 用 重 构 滤波 器 进行 重 构 的 方 框图 

其 中 ,| 不? 表示 向 向 量 奇数 索引 位 置 处 插入 0 值 ;[ 罗 表示 与 滤波 器 X 进行 卷 积 运算 X 
可 以 为 Lo_R 或 Hi_Rijlwkeep| 表 示 提 取向 量 中 间 适 当 的 长 度 。 

举例 ， 

[ 例 6-1] 

load leleccum; 多 装载 原始 一 维 信 号 

s = leleccum(1 : 1 000); 

subplot(621);plot(s); 
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title 原始 信和 号")s 

% 下面 用 db2 小 波 函 数 进行 一 维 离散 小 波 变换 
[ca,cd] = aqwt(s，db2 ); 

% 用 小 波 函 数 db2 进行 信号 的 重 构 

xl = idwt(ca,cd, db2 °); 
subplot(625);plot(x1); 

titleC Ni € H^); 

errxlmax = max(abs(s — x1)) 

errxi-s-xl; 
subplot(626);plot(errx1); 
title 小 波 重 构 误 差 ); 
axis([0,1000,-2e-11,2e-11J); 

多 产生 一 个 与 db2 相关 的 重 构 滤 波 器 

[Lo D,Hi D,Lo R,Hi R]=wfilters( db2 ); 
% HZ fÉ yë W Od dë 5 s 进行 一 维 小 波 分 解 
[ca,cd]-2 dwt(s,Lo D,Hi D); 

多 用 重 构 滤波 器 进行 信 叶 的 重 构 

x2 = idwt(ca,cd,Lo R,Hi R); 
subplot(629);plot(x2); 
title j& X 35 8 M; 

errx2max = max(abs(s — x2)) 

errx2 = s — x2; 
subplot(6210);plot(errx2); 

title 滤波 器 重 构 误差 ); 
axis([0,1000,-2e-11,2e-11]); 

输出 结果 如 图 6.8 所 示 。 


信和 号 
600 many r 
400 
2005 200 400 600 800 1 000 
小 波 重 构 x19" ABC RARE 
600 T— T— ——T T 一 一 一 一 一 一 
1 
400 0 
-1 
200 -一 L — l l — 1 1 | RN 
0 200 400 600 800 1000 0 200 400 600 800 1000 
600 滤波 器 重 构 x10" 滤波 器 重 构 误 差 
1 
400 0 
-1 
200 _ Í 1 1 1 _ 1 _ 1 1 L_ 
0 200 400 600 800 1000 0 200 400 600 800 1 000 


图 6.8 信号 leleccum 的 小 波 重 构 和 滤波 器 重 构 
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errxlmax = 

1.2142e — 010 
errx2max = 

1.2142e — 010 
LAI 6-2 ] 
区 当前 扩展 模式 是 补 零 
% 构造 原始 一 维 信和 号 s 
randn('seed',531316785) 
s$72*kron(ones(1,8),[1 - 1] + -- 

((1:16).-2)/32 + 0.2 x randn(1,16); 

% 使 用 db2 进行 单 尺度 dwt 
[cal,cd1] = dwt(s, db2 °); 
subplot(221); plot(cal); 
title( db2 RHA): 
subplot(222); plot(cd1); 
titleÇ db2 W EXC; 
% 进行 单 尺 度 离散 小 波谱 变换 
ss = idwt(cal,cdl, db2 ) ; 
err = norm(s — ss); 多 检查 重 构 
subplot(212); plot([s;ss]); 
title BE 3645 E fu & Mi 9 
xlabel([ i 2 2 # E -',num2str(err) D 


% 对 于 给 定 的 小 波 , 计 算 两 个 相关 重 构 泪 波 器 ,并 直接 利用 它们 和 进行 着 变 换 


[Lo R,Hi R]-wfilters( db2 , r^); 
ss = idwt(cal,cdl,Lo R,Hi BR); 


db2 低 频 系 数 


0 5 10 


db2 高 频 系 数 


原始 信号 和 重 构 信号 


ep 


L L — 


1 l 


Dr 


4 6 8 10 
误差 的 2 范 数 =1.433 6e-012 


图 6.9 采用 小 波 重 构 滤 波 器 进行 信和 号 重 构 


12 14 
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从 上 面 的 两 个 例子 可 以 看 出 ,采用 小 波 重 构 和 小 波 重 构 滤波 器 进行 重 构 , 其 效果 基本 上 
是 一 样 的 ,它们 在 重 构 精 度 上 存在 着 较 小 的 差别 。 

3, wavedec 

功能 :多 尺度 一 维 小 波 分 解 (一 维 多 分 辨 分 析 沙 数 )。 

格式 :四 [C,L] = wavedec(X,N, wname’) 

© [C,L] =wavedec(X,N,Lo_D,Hi_D) 

说 明 : wavedec 函数 用 小 波 或 分 解 滤波 器 完成 对 信号 X 的 一 维 多 尺 度 分 解 ,N 为 尺度 ， 
且 是 严格 的 正 整 数 。 输 出 参数 C 是 由 [cAj ,cD;j ,cD;-1，…,cD1j 组 成 ,L 是 由 [cAi 的 长 度 ， 
cD; HKE, cD WKE, ,cD 的 长 度 ,X 的 长 度 ] 组 成 。 以 一 个 3 尺度 分 解 为 例 , 其 分 解 


结构 的 组 织 形 式 如 图 6. 10 所 示 。 


~ 7 
[ee | +] 


图 6.10 多 尺度 一 维 小 波 分 解 结构 的 组 织 形式 


格式 四 返回 如 图 6. 10 所 示 的 分 解 结构 。 

给 定 一 个 长 度 为 N 的 信号 S, 离 散 小 波 分 解 (DWT) 最 多 可 以 把 信号 分 解 为 og; N 个 
频率 级 。 第 一 步 分 解 开始 于 信号 S, 分 解 后 分 解 系数 有 两 部 分 组 成 ;低频 系数 向 量 cA, 和 高 
频 系 数 向 量 cDi ,向 量 cA, 是 由 信号 S 与 低 通 分 解 滤波 器 Lo D 经 过 卷 积 运算 得 到 ,向 量 
cD1 是 由 信号 S 与 高 通 分 解 滤波 器 Hi D 经 过 卷 积 运算 得 到 ,其 分 解 过 程 如 图 6.11 所 示 。 


图 6.11 信号 S 的 离散 小 波 分 解 示意 图 
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其 中 ,|y 2| 表 示 保 留 向 量 中 标号 为 偶数 的 元 素 ( 抽 取 的 过 程 )。 
每 个 滤波 器 的 长 度 均 为 2N, 如 果 n length CS) JU f FIG 的 长 度 为 :xn 十 2N 一 1， 
所 以 系数 cA: 和 cD 的 长 度 为 :floor (771) iN. 


接 下 来 ,用 同样 的 方法 把 低频 系数 cA, 分 成 两 部 分 , 则 把 上 面 方 框图 中 的 S$ 用 cA, 代 
替 , 分 解 后 返回 尺度 2 的 低频 系数 cA, 和 高 频 系 数 cD, 。 以 此 类 推 ,一 直 分 解 下 去 ， 


举例 ， 
load sumsin;s = sumsin; 
subplot(611);plot(s); % 画 出 原始 信号 的 波形 


titleC 原始 信号 ); 

和 用 小 波 函 数 dbl 对 信和 号 进行 3 尺度 的 小 波 分 解 

[c,1]= wavedec(s,3, db1 ); 

subplot(613);plot(c); % Ë U 3 5 W 3 D 

title( 信和 号 S 的 3 尺度 小 波 分 解 结构 和 ); 

XlabelC 尺度 3 的 低频 系数 和 尺度 3.2 48 1 的 高 频 系 数 “); 
axis([0,1000, — 5,5]); 

输出 结果 如 图 6. 12 所 示 。 


" 原始 信号 

0 Www 
e 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1 000 

: 信号 $ 的 3 尺度 小 波 分 解 结构 

0 VWWWWWWW 
n 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1 000 

尺度 3 的 低频 系数 和 尺度 3、2 和 1 的 高 频 系数 
图 6.12 信号 S 的 3 尺度 小 波 分 解 系数 
信号 S 在 第 7 层 的 分 解 结构 为 [cAi ,cD; cD- D], D SE 
当 7 一 3 时 ,分 解 结构 树 包含 如 图 6. 13 所 示 的 终端 结 点 。 cÁ, cD, 

4. waverec "dis 
功能 :多 尺度 一 维 小 波 重 构 。 pom Sm 
格式 :@ X = waverec(C,L, wname ) cÁ, cD, 


@ x= waverec(C,L,Lo_R,Hi R) 
HA use 483 MU NU REOR REM ua EON 多 层 分 解 结构 树 
小 波 分 解 结构 LC,L] 进 行 多 尺度 一 维 小 波 重 构 , 它 是 wavedec 函数 的 逆 函 数 , 即 有 
X = waverec(wavedec(X,N, wname' ) , wname') 
B Sh, X= waverecCC, L, wname') 与 X appcoef (C, L,'wname' ,0) 具 有 等 价 性 。 格 式 
包 是 用 小 波 函 数 进行 重 构 ,格式 加 是 用 重 构 滤波 器 进行 重 构 。 
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举例 : 

%$ 装 入 一 个 一 维 信号 

load leleccum;s = leleccum(1;3 920);1s = length(s); 
subplot(2,1,1);plot(s); 

% E H JE 26 48 m WS 

title 原始 信号 ); 

% HNIC db5 对 信号 进行 3 尺度 分 解 

[c,1] = wavedec(s,3, db5’ ) 3 

当 在 小 波 分 解 结构 [c,1] 的 基础 上 对 信号 进行 重 构 

a = waverec(c,l,' db5 ) ; 

subplot(2,1,2);plot(a); % E 1H E 4 Ja t t m RP E 
title 重 构 信和 号) ; 

err = norm(s - a) 


输出 结果 如 图 6. 14 Bron. 


原始 信号 


Vw x 
`V 1 | 


100 1 1 L 1 l l 
0 500 1 000 1 500 2 000 2 500 3 000 3 500 4 000 


重 构 信 号 


l l L (—————————— —— Á| 
0 500 1 000 1500 2 000 2 500 3 000 3 500 4 000 


图 6.14 多 尺度 一 维 小 波 重 构 结 果 
err = 
1.6717e — 009 
5. appcoef | 
功能 :提取 一 维 小 波 变 换 低频 系数 。 
格式 ;@ A= appcoef(C,L, wname ,N) 
© A = appcoef(C,L, wname' ) 
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@ A=appcoef(C,L,Lo_R,Hi R) 
@ A= appcoef(C,L, Lo R,Hi R,N) 

说 明 kia E 4 BE 2k A EATA ATCL ] p S83 — 2E ñ = 
的 低频 系数 ,其 中 ,[C,L] 为 小 波 分 解 结构 , wame 为 小 波 函 数 ,N 为 尺度 。 格 式 @ 计 算 尺 
E NON 必须 为 一 个 正 整数 且 0 委 Nslength(L) 一 2) 时 的 一 维 分 解 低频 系数 ;格式 @ 用 于 提 
取 最 后 一 尺度 (尺度 N 二 length(L) 一 2) 的 小 波 变 换 低频 系数 ;格式 @ .格式 四 是 用 滤波 器 
Lo_R 和 Hi_R 进行 信和 号 低频 系数 的 提取 ,一 般 说 来 ,该 滤波 器 是 与 某 一 小 波 函 数 相关 的 , 通 
常 可 由 wfilters 函数 得 到 。 返 回 函 数 A 是 一 个 向 量 ,向 量 的 元 素 个 数 为 length C5 /2" , 

举例 : 

多 下 面 装 载 一 维 信和 号 

load leleccum;s = leleccum(1,;2000);1s = length(s); 

subplot(421);plot(s);title( JE 364 E^); 

& K E 37 GE EC dbl 时 进行 分 解 

[6,1] = wavedec(s,3, db1); 

% 从 小 波 分 解 结构 [c,1I] 中 提取 尺度 1,2 的 高 频 系 数 

cal = appcoef(c,l, db1 ,1); 

subplot(4,4,5);plot(cal); 

Ylabel( cal); 

ca2 = appcoef(c,1, db1',2); 

subplot(4,8,17);plot(ca2); 

Ylabel( ca2/); 

输出 结果 如 图 6.15 Bros. 


原始 信号 


600 T — 


L 1 1 
0 500 1000 1500 2 000 


cal 


0 500 1000 


0 500 


图 6.15  appcoef 函数 的 运行 结果 
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6. detcoef 

功能 :提取 一 维 小 波 变换 高 频 系数 。 

格式 :四 D = detcoef(C,L,N) 

(à D = detcoef(C,L) 

说 明 :该 函数 是 一 个 一 维 小 波 分 析 函 数 , E- appcoef 函数 相对 应 ,用 来 计算 一 维 小 波 变 换 
后 的 高 频 系 数 。 格 式 @ 提 取 斥 度 为 NON 必须 为 一 个 正 整 数 且 0 < N<length(L) — 2) ,分 解 结 
构 为 LC, 志 ] 的 一 维 分 解 高 频 系 数 ; 格 式 @ 用 于 提取 最 后 一 尺度 (尺度 N 二 length(L) 一 2) 的 一 维 
分 解 高 频 系数 。 该 汕 数 返回 一 个 向 量 ,向 量 的 元 素 个 数 为 length CS) /2" 。 

举例 : 

load leleccum;s = leleccum(1;2 000) ;1s = length(s); 

% 和 画 出 原始 信号 的 波形 图 

subplot(421);plot(s);title( 原始 信和 号); 

入 尺度 为 3, 小 波 函 数 为 dbl 时 进行 分 解 

[6,1] = wavedec(s,3, db1’); 

多 从 小 波 分 解 结构 Lc,1j] 中 提取 尺度 1、2 的 高 频 系数 

cd1 = detcoef(c,1,1); 

subplot(445);plot(cdl); 

Ylabel( cdl ); 

cd2 = detcoef(c,1,2); 

subplot(4,8,17);plot(cd2); 

Ylabel( cd2 °); 

输出 结果 如 图 6. 16 所 示 。 


600 原始 信号 


1 1 1 
500 1 000 1 500 2 000 


0 500 1 000 


0 500 


图 6.16 detcoef 函数 的 运行 结果 
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6.4 二 维 小 波 变 换 的 MATLAB 实现 


二 维 小 波 变换 在 图 像 的 压缩 、 消 噪 、 边 缘 提 取 、 识 别 、 分 类 、 融 合 等 领域 有 广泛 的 应 用 。 
在 用 MATLAB 小 波 工具 箱 进 行 图 像 处 理 时 ,经 常 要 调用 图 像 处 理工 具 箱 和 信号 处 理工 具 
箱 的 函数 和 命令 ,同时 要 特别 注意 MATLAB 所 支持 的 图 像 类 型 和 数据 类 型 ,才能 达到 预期 
的 效果 。 

MATLAB 支持 4 种 类 型 的 图 像 ,它们 分 别 是 RGB 真 彩 色 图 像 、 索 引 图 像 、 灰 度 图 像 和 
二 值 图 像 。 不 同类 型 的 图 像 实际 上 是 颜色 和 亮度 的 不 同 编码 方式 。 无论 什么 类 型 的 图 像 ， 
都 表示 为 数组 。MATLAB 支持 的 图 像 数 组 元 素 的 数据 类 型 有 3 种 : 双 精 度 浮 点 数 .16 位 整 
数 和 8 位 整数 。 

RGB 图 像 表 示 为 三 维 数 组 mXnX3, 实 际 上 是 3 个 mxXn 的 二 维 数 组 ,分 别 表示 红 、 绿 、 
蓝 三 分 色 的 亮度 。 例 如 像素 (8,5) 的 三 分 色 的 亮度 分 别 存储 在 (8,5,1)、(8,5,2) 和 (8,5,3)3 
个 数组 元 素 中 。RGB 图 像 的 数据 类 型 可 以 是 双 精 度 、16 位 整 型 和 8 位 整 型 。 双 精度 RGB 
图 像 数组 元 素 的 取 值 范围 在 0 一 1。 如 数据 类 型 是 8 位 整 型 ,颜色 深度 为 24 比特 ,可 表示 的 
颜色 多 达 16X10 种 ,已 非常 接近 真实 世界 的 色彩 , 故 RGB 图 像 又 称 真 彩 色 图 像 。 

索引 图 像 包 括 图 像 数 组 与 颜色 图 数组 ,图 像 数 组 是 mXn 的 二 维 数组 ,数组 元 素 的 值 作 
为 像素 颜色 的 索引 ,颜色 图 数组 是 cX3 数组 ,索引 指向 颜色 图 数组 的 行 ,查找 出 像素 红 、 绿 、 
蓝 三 分 量 的 亮度 ,不 难 理解 ,图 像 数组 元 素 的 值 应 该 是 整数 。 显 然 ,c 值 的 大 小 表示 了 图 像 
颜色 的 深度 ,例如 c 一 1 000, 表 示 图 像 有 1 000 种 不 同 的 颜色 。 颜 色 图 数组 的 数据 类 型 只 能 
是 双 精 度 类 型 ,数组 元 素 的 取 值 范围 在 0 一 1, 颜 色 图 数组 的 每 一 行 指定 出 某 一 单 色 的 红 、 
绿 、 蓝 三 分 量 的 亮度 。 图 像 数组 的 数据 类 型 则 可 以 是 双 精 度 、16 位 整 型 和 8 位 整 型 。 如 图 
像 数 组 的 数据 类 型 是 双 精 度 型 ,数组 元 素 的 值 直接 作为 查找 像素 颜色 的 索引 ,例如 图 像 数组 
元 素 的 值 为 1, 查 找 颜 色 图 数组 的 第 1 行 ,为 2 则 查找 颜色 图 数组 的 第 2 行 , 依 此 类 推 。 如 
果 图 像 数组 的 数据 类 型 是 16 位 整 型 或 8 位 整 型 ,这 时 图 像 数组 元 素 的 值 可 能 等 于 0, 而 颜 
色 图 数组 的 起 始 行为 第 1 行 ,所 以 必须 加 上 一 个 等 于 ]1 的 偏 移 量 , 即 图 像 数 组 元 素 的 值 加 1 
作为 查找 像素 颜色 的 索引 。 例 如 图 像 数 组 元 素 的 值 为 0, 查 找 颜 色 图 数组 的 第 1 行 ,为 1 MH) 
查找 颜色 图 数组 的 第 2 行 , 依 此 类 推 。 

灰 度 图 像 ( 或 称 强度 图 像 ) 表 示 为 m X n 的 二 维 数组 ,数组 元 素 的 值 就 是 相应 像素 的 灰 
度 等 级 。 灰 度 图 像 的 数据 类 型 可 以 是 双 精 度 、16 位 整 型 和 8 位 整 型 。 数 组 元 素 的 值 为 0 X 
示 相 应 像素 为 黑 , 数 组 元 素 的 值 为 1,255 或 65 535 时 ,表示 白 。MATLAB 在 存储 灰 度 图 像 
时 没有 颜色 图 ,但 在 显示 时 有 颜色 图 。 

二 值 图 像 可 以 说 是 一 种 特殊 类 型 的 灰 度 图 像 , 它 只 有 黑 、 白 两 个 灰 度 等 级 。 二 值 图 像 的 
数据 类 型 只 能 是 双 精 度 或 8 位 整 型 ,不 可 能 是 16 位 整 型 ,显然 用 8 位 整 型 更 节省 存储 空间 。 

MATLAB 提供 了 若干 实现 图 像 类 型 和 色 度 空间 互相 转换 的 函数 。 

数字 图 像 在 计算 机 中 是 以 数据 文件 的 形式 存储 的 ,MATLAB 支持 的 图 像 文件 格式 包 
插 :BMP(Windows Bitmap) , HDF(Hierarchical Data Format) ,JPEG (Joint Photographical 
Experts Group) ,PCX (Windows Paintbrush) , TIFF( Tagged Image File Format), XWD(X 
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Windows Dump). 

对 于 彩色 图 像 ,MATLAB 小 波 工具 箱 只 支持 索引 图 像 , 所 以 RGB 图 像 在 用 小 波 工具 
箱 函 数 处 理 之 前 必须 转换 成 索引 图 像 。 如 颜色 图 是 平滑 的 , 则 小 波 分 解 可 直接 用 于 索引 
像 ; 否 则 ,可 以 将 它 转换 成 颜色 图 平滑 的 灰 度 图 像 。 图 像 数 组 元 素 的 值 应 该 是 整数 ,但 也 人 允 
许 是 非 整数 。 在 进行 数值 计算 的 过 程 中 ,图 像 数组 元 素 的 值 为 非 整数 不 会 带 来 任何 问题 ,但 
在 显示 图 像 时 ,小 于 1 的 数 都 视 为 1, 大 于 c 的 数 都 视 为 c(c 为 颜色 图 数组 的 行 数 ) ,在 1 一 
的 非 整 数 四 含 五 人 为 最 接近 的 整数 。 此 外 ,小 波 分 解 产 生 的 系数 ( 即 离散 和 逼近 信号 和 3 个 方 
向 的 离散 细节 信号 ) .逼近 和 细节 (经 过 搬 值 的 逼近 和 细节 信和 号) 不 再 是 索引 数组 。 

MATLAB 小 波 分 析 工 具 箱 提供 的 二 维 离散 小 波 变 换 函 数 如 表 6.5 所 示 。 利 用 这 些 函 
数 ,用户 可 以 实现 二 维 小 波 变换 单 尺 度 和 多 尺度 分 解 .提取 多 尺度 小 波 变换 系数 .小 波 重 构 、 
计算 小 波 分 解 的 能 量 等 功能 。 


表 6.5 二 维 离散 小 波 变 换 函 数 


说 明 


函数 名 说 明 


提取 二 维 小 波 分 解 的 高 频 系 数 
dwt2 单 尽 底 二 维 离散 小 波 变换 deteoef2 | PPM 
idwi2 单 尺度 二 维 离散 小 波 逆 变 换 wrcoef2 an 维 小 波 分 解 的 低频 或 高 频 
4 — | 
dwtmode 离散 小 波 变换 的 延 拓 模式 Upcoef2 二 维 小 波 分 解 系数 的 直接 重 构 
wavedec2 | 多 尺度 二 维 小 波 分 解 upwlev2 二 维 小 波 分 解 的 单 尺度 重 构 
waverec2 多 尺度 二 维 小 波 变换 重 构 Wenergy2 | 二 维 小 波 分 解 的 能 量 


提取 二 维 小 波 分 解 的 低 颁 系数 
〈 即 近似 分 量 


appcoef2 


1. dwt2 

功能 :二 维 离散 小 波 变换 。 

格式 :[Lca,cH,cV,cD] = dwt2(X, wname') 

[ca,cH,cV,cD] = dwt2(X,Lo D,Hi D) 

WH :[ cA, cH, cV, cD] — dwt2(X,' wname' fiii FH 48 E BJ NE E PRU wname xF — Zi f 
号 (图 像 ) 进 行 二 维 离散 小 波 变 换 ，。 

cA、cH、cV、cD 分别 为 近似 变量 ,水 平 细节 分 量 、 垂 直 细 节 分 量 和 对 角 细节 分 量 。 

[cA,cH,cV,cD] 二 dwt2(X,Lo_D, Hi_D) 使 用 指定 的 分 解 低 通 和 高 通 滤 波 响 Lo_D 和 
Hi D 分 解 信号 X. 

举例 ;对 图 像 做 二 维 小 波 分 解 , 结 果 如 图 6.17 所 示 。 

load woman; 

nbcol = size(map,1); 

[cA1,cH1,cV1,cD1]- dwt2(X, db1^); 

cod X= wcodemat(X,nbcol); 


cod cA1 = wcodemat(cA1,nbcol); 
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cod_cH1 = wcodemat(cH1 ,nbco1); 

cod_cV1 = wcodemat(cH1 ,nbcol); 

cod cD1 = wcodemat(cD1 ,nbcol) ; 

dec2d- [cod cA1,cod cH1;cod cV1,cod cD1]; 
subplot(1,2,1),imshow(cod X,[ D; 

titleC 量化 后 的 图 像 ); 
subplot(1,2,2),imshow(dec2d,| |); 
title 二 维 离散 小 波 分 解 后 的 图 像 ); 


量化 后 的 图 像 二 维 离散 小 波 分 解 后 的 图 像 


图 6.17 图 像 的 二 维 离散 小 波 分 解 
2. idwt2 
功能 :二 维 离散 小 波 反 变 换 。 
格式 ;X= idwt2(cA,cH,cV,cD, wname ) 
X= idwt2(cA,cH,cV,cD,Lo R,Hi R) 
X= idwt2(cA,cH,cV,cD, wname' ,5) 
X= idwt2(cA,cH,cV,cD,Lo R,Hi R,S) 
348], X—idwt2C(cA, cH, cV, cD, wname) H fë SUA f yet fei cA 和 细节 信号 
cH.cV.cD 经 小 波 反 变换 重 构 原 信号 X. 
X 一 jdwt2CcA,cH,cV,cD,Lo_R,Hi_R) 使 用 指定 的 重 构 低 通 和 高 通 滤波 器 Lo_R、Hi_ 
R 重 构 原 信号 X. 
X=idwt2(cA,cH,cV,cD, wname’',S) 和 X=idwt2(cA,cH,cV,cD,Lo_R,Hi_R,S) 返 
回 中心 附 近 的 S 个 数据 点 。 
用 二 维 小 波 反 变换 重 构 信 号 的 算法 如 图 6. 18 所 示 。 


cA... 241 Lo_R columns 


" m 241 
cD; 241 Hi_R 
horizontal E [weep |=, 
cD columns 
vertical š 
cD 21i H: R 


diagonal 


图 6.18 由 二 维 离散 小 波 反 变换 重 构 信号 
举例 :由 二 维 小 波 分 解 重 构 原 始 图 像 , 结 果 如 图 6. 19 所 示 。 
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load woman; 

sX = size(X); 

[cA1,cH1,cV1,cD1 | = dwt2(X, db4 °); 

A0 = idwt2(cAl,cHl1,cV1,cD1,' db4 ,sX); 
subplot(1,2,1),imshow(X,[ ] 
title JE 36 E f$ ); 
subplot(1,2,2),imshow(A0,[ ]) 
titleC h — # NX 28 E LS E RO, 


原始 图 像 I 由 二 维 小 波 分 解 重 构 后 的 图 像 


图 6.19 由 二 维 小 波 分 解 重 构 原 始 图 像 
3. wavedec2 
功能 :二 维 信号 的 多 层 小 波 分 解 。 
格式 :[C,S] = wavedec2(X,N, wname’) 
[C,S] = wavedec2(X,N,Lo D,Hi D) 
WE BH [ C, S] — wavedec2(X, N，wname' ) 使 用 小 波 基 函 数 'wname' 对 二 维 信号 进行 N 
层 分 解 。 
[LC,Sj 一 wavedec2(X,N,Lo_D,Hi_D) 使 用 指定 的 分 解 低 通 和 高 通 滤波 器 Lo D 
和 Hi D 分 解 信号 X. 
图 6. 20 和 图 6. 21 是 分 解 算 法 的 示意 图 。 返 回 数据 结构 C 的 构成 如 图 6.22 所 示 。 


solumns R 


图 6.20 二 维 小 波 分 解 图 6.21 多 层 小 波 分 解 
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coefs(3n+l)sections 


Sizes (n+2-by-2) 


图 6.22 数据 结构 C 的 构成 
S(1,:) 为 近似 分 量 的 长 度 ,S(i, :) 为 细节 分 量 的 长 度 ,i 一 2,…,N 十 1。 
S(N+2,:)=size(X), ` 
4. waverec2 
功能 :二 维 信和 号 的 多 层 小 波 重 构 。 
格式 :X= waverec2(C,S, wname ) 
X = waverec2(C,S,Lo R,Hi R) 
WHH: X= waverec2 (C, S,'wname') 由 多 层 小 波 分 解 的 结果 C.S 重 构 原始 信号 x, 
“wname 为 使 用 的 小 波 基 函 数 。 
X 一 waverec2(C,S,Lo_R,Hi_R) 使 用 重 构 低 通 和 高 通 滤波 器 Lo R.Hi R HE 
原 信 号 。 
举例 ;由 图 像 的 两 层 分 解 重 构图 像 , 结 果 如 图 6. 23 所 示 。 
load woman; 
[c,s] = wavedec2(X,2, sym4 ) ; 
a0 = waverec2(c,s, sym4 ); 
subplot(1,2,1),imshow(X,[ J) 
titleC i 36 RRO; 
subplot(1,2,2),imshow(a0,[ D 
titleC € Àj 8 B ER; 


原始 图 像 


图 6.23 由 图 像 的 两 层 分 解 重 构图 像 
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5. appcoef2 
功能 :提取 二 维 信号 小 波 分 解 的 近似 分 量 。 
格式 :ARA= appcoef2(C,S, wname ,N) 
A = appcoef2(C,S, wname ) 
A = appcoef2(C,S,Lo R,Hi R) 
A=appcoef2(C,S,,Lo R,Hi R,N) 
J&8] : A—appcoef2(C, S, wname' , NO Hj wavedec2 函数 生成 的 二 维 小 波 分 解 结 构 C, S 
提取 第 N 层 的 近似 分 量 。 
‘wname 为 小 波 基 函 数 的 名 称 。 的 默认 值 为 size(S,1) 一 2。 
A 二 appcoef2(C,S,Lo_R,Hi_R) 和 A—appcoef2(C, S, ,Lo R, Hi RN) 使 用 指定 的 重 
构 滤 波 器 Lo R.Hi R 提取 近似 分 量 。 
举例 :由 图 像 的 3 层 小 波 分 解 提取 第 1 层 和 第 2 层 的 近似 分 量 ,结果 如 图 6. 24 所 示 。 
load woman; 
[c,s] =wavedec2(X,3, db1'); 
cal = appcoef2(c,s, db1',1); 
ca2 = appcoef2(c,s, dbl',2); 
imshow(X,[ ]); 
title 原始 图 像 ); 
figure,imshow(cal,[ ]) 
title 第 1 层 的 近似 分 量 '); 
figure,imshow(ca2,[ ]) 
title( 第 2 层 的 近似 分 量 ); 
原始 图 像 


第 2 层 的 近似 分 量 


图 6.24 原始 图 像 和 第 1 层 、 第 2 层 的 近似 分 量 
6. detcoef2 
功能 :提取 二 维 信号 小 波 分 解 的 细节 分 量 。 
格式 :D= detcoef2(0,C, S,N) 
说 明 :D 二 detcoef2(O,C,S,N) 由 wavedec2 函数 产生 的 多 层 小 波 分 解 结构 C、S 提取 第 
N 层 的 细节 分 量 。 
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参数 'O "指定 要 重 构 的 细节 分 量 , 即 ， 
'0'='h', 重 构 水 平 细节 信号 

'0' 二 'v', 重 构 垂 直 细 节 信 号 

'O' 一 'd, 重 构 对 角 细 节 信号 

举例 ;由 二 维 信号 的 3 层 小 波 分 解 提取 第 1 层 分 解 的 细节 分 量 ,结果 如 图 6. 25 所 示 。 
load woman; 

[c,s] = wavedec2(X,3, db1 ); 

chd2 = detcoef2( h ,c,s,1); 

cvd2 = detcoef2( v ,c,s,1); 

cdd2 = detcoef2(d',c,5,1); 
imshow(X,[ ]) 

titleC 6 8 ); 

figure 
subplot(1,3,1),imshow(chd2,[ ]) 
title 1 E 2 f K R Ag 
subplot(1,3,2),imshow(cvd2,[ ]) 
title( 第 1 E AE BTE B my 
subplot(1,3,3),imshow(cdd2,| D 
titleC 第 1 E 2 X f aw, 


第 1 层 分 解 的 水 平 细节 第 1 层 分 解 的 垂直 细节 第 1 层 分 解 的 对 角 细 节 


图 6.25 原始 图 像 和 第 1 层 分 解 的 细节 分 量 


7. wrcoef2 
功能 :由 多 层 小 波 分 解 重 构 某 一 层 的 分 解 信号 。 
格式 ;X= wrcoef2( type ,C,S, wname ,N) 

X = wrcoef2( type ,C,S,Lo_R,Hi R,N) 
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X = wrcoef2( type ,C,S, wname ) 

X = wrcoef2( type ,C,S,Lo_R,Hi_R) 
PEAH : X= wrcoef2(' type, C, S, wname' ，N) 由 多 层 小 波 分 解 的 结果 C.S 重 构 第 N E: 

的 分 解 信号 X.N 的 默认 值 为 N= size(S,1) —2, 
经 过 插值 ,返回 的 每 一 个 信号 都 与 原 信号 的 尺寸 相同 。 
‘wname' 为 所 用 的 小 波 基 薄 数 。 
‘type' 指 定 要 重 构 的 分 量 , 即 : 
“type = a , 重 构 近 似 分 量 
“type = h , 重 构 水 平 细节 分 量 
type = v , 重 构 垂直 细节 分 量 
“type = d, E M xl fü i9 3 42 E 
X= wrcoel2C type ,C, S;Lo R. Hi R,N) 使 用 重 构 低 通 和 高 通 滤波 器 Lo. R. Hi. R XE 
构 分 解 系数 X. 

举例 :将 MATLAB 小 波 工具 箱 中 存储 的 图 像 用 wavedec2 函数 作 两 级 分 解 。 程 序 如 下 ， 
clear all 
% 装 入 并 显示 索引 图 像 
load wbarb; image(X) ; colormap(map) ; colorbar; 
多 将 索引 图 像 转 化 成 灰 度 图 像 并 显示 
I= ind2gray(X,map);figure;I= imadjust(I,stretchlim(I),[0,1]);imshow(I); 
多 做 二 维 小 波 分 解 并 显示 其 结果 
wname = sym2 ; 
[C,S] = wavedec2(I,2,wname); 
cA1 = appcoef2(C,S,wname,1); 
[cH1,cVl,cD1] = detcoef2C'all ,C,S,1); 
CÀ2 = appcoef2(C,S,wname,2); 
[ cH2, cV2,cD2 |] = detcoef2C all ,C,S,2); 
A1 = wrcoef2( a ,C, S,wname,1); 
H1 = wrcoef2( h ,C, S,wname,1); 
V1 = wrcoef2( v ,C,S,wname,1); 
D1 = wrcoef2( d ,C,S,wname,1); 
A2 = wrcoef2( a ,C, S,wname,2) ; 
H2 = wrcoef2( h' ,C, S, wnane,2) ; 
V2 = wrcoe£2( v ,C, S,wname,2) ; 
D2 = wrcoef£2( d' ,C, S,wname,2); 
figure; 
subplot(2,2,1);Al = abs(A1);A1 = imadjust(Al,stretchlim(A1),[0,1]) ; imshow(A1) ; 
titleC Approximation A1 ) 
subplot(2,2,2);H1 = abs(H1);H1 = imadjust(Hl,stretchlim(H1),[0,1]); imshow(H1); 
title( Horizontal Detail Hl ) 
subplot(2,2,3);V1 = abs(V1) ; V1 = imadjust(V1,stretchlim(V1),[0,1]) ; inshow(V1) ; 
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title( Vertical Detail V1^) 

subplot(2,2,4);D1 = abs(D1) ;D1 = imadjust(Dl,stretchlim(D1),[0,1 ]);imshow(D1); 

title( Diagonal Detail D1^) 

figure; 

subplot(2,2,1);A2 = abs(A2);A2 = imadjust(A2,stretchlim(A2),[0,1 

title( Approximation A2') 

subplot(2,2,2);H2 = abs(H2) ;H2 = imadjust(H2,stretchlim(H2),[0,1 D ; imshow(H2) ; 

title( Horizontal Detail H2') 

subplot(2,2,3);V2 = abs(V2) ;V2 = imadjust(V2,stretchlim(V2),[0,1 ]) ; imshow(V2) ; 

title( Vertical Detail V2) 

subplot(2,2,4);D2 = abs(D2) ;D2 = imadjust(D2,stretchlim(D2),[0,1 |) ; imshow(D2); 

title( Diagonal Detail D2 °) 

原始 图 像 是 一 个 索引 图 像 ,其 文件 名 为 wbarb, 图像 数组 与 颜色 图 数组 名 分 别 为 X 和 
map ,程序 运行 之 后 ,可 以 看 到 颜色 图 是 平滑 的 。 将 它 转换 成 灰 度 图 像 [之 后 作为 小 波 分 解 
的 原始 图 像 AO ,做 了 两 级 分 解 之 后 第 1 级 的 逼近 及 横向 .纵向 、 斜 向 细节 为 Al 和 H1.V1. 
D1, 第 2 级 的 台 近 及 横向 、 纵 向 、 斜 向 细节 为 A2 和 H2.V2.D2 ,如 图 6. 26 所 示 。 
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图 6.26 图 像 的 多 层 小 波 分 解 及 重 构 


8, upcoef2 
功能 ;由 多 层 小 波 分 解 重 构 近似 分 量 或 细节 分 量 。 
格式 :Y = upcoef2(0,X, wname ,N,S) 

Y = upcoef2(0,X,Lo R,Hi R,N,S) 

Y = upcoef2(0,X, wname ,N) 
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Y = upcoef2(0,X,Lo R,Hi R,N) 

Y = upcoe£2(0,X, wname') 

Y = upcoef2(0,X,Lo R,Hi R) 
Ji8]. Y — upcoef2(O, X, wname' , N, S) 'O' 是 指 要 重 构 的 信号, 即 

'O'—'a' , 重 构 近 似 信 号 

'O' —'h' , 重 构 水 平 细节 信和 号 

'O' 二 'v', 重 构 重 直 细节 信号 

'O' 王 'd', 重 构 对 角 细 节 信号 
举例 :由 两 层 小 波 分 解 重 构 第 1 层 的 分 解 信号 ,结果 如 图 6. 27 所 示 。 
load woman; 
[c.s] = wavedec2(X,2, db4'); 
Siz-7s(size(s,1),.); 
cal = appcoef2(c,s, db4’ ,1); 
al = upcoef2('a ,cal, db4’ ,1,siz); 
chd1 = detcoef2( h ,c,s,1); 
hd1 = upcoef2( h ',chd1 , db4/,1,siz) 
cvd1 = detcoef2( v ,c,s,1); 
vd1 = upcoe£2( v ,chdl,'db4',1,siz); 
cdd1 = detcoef2( d ,c,s,1); 
dd1 = upcoef£2( d',cddl,'db4',1,siz); 
subplot(2,2,1),imshow(al,| ]) 
titleC 重 构 近 似 信 号 7); 
subplot(2,2,2),imshow(hdl,| ]) 
titleC E M ACE A E390 
subplot(2,2,3),imshow(vdl,[ ]) 
title E A 3& E Au ë v; 
subplot(2,2,4),imshow(ddl,[ ]) 
titleC EHAA APEE); 

重 构 近 似 信号 


图 6.27 由 两 层 小 波 分 解 重 构 第 1 层 的 分 解 信 和 号 
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6.5 小 波 包 变 挨 的 MATLAB 实现 


MATLAB 小 波 分 析 工 具 箱 提供 的 小 波 包 变 换 函 数 如 表 6. 6 所 示 。 利 用 这 些 函 数 ,用 
户 可 以 实现 一 维 小 波 包 分 解 .二 维 小 波 包 分 解 . 提 取 小 波 包 分 解 结 点 系数 ,小 波 包 重 构 ,小 波 
包 树 结构 结 点 的 组 合 和 分 割 等 功能 。 


表 6.6 小 波 包 变换 函数 


说 明 函数 名 说 明 


函数 名 


bestlevt 计算 最 佳 小 波 包 树 wpdec2 二 维 小 波 包 分 解 
besttree 计算 最 佳 树 wpfun 小 波 包 函 数 
entrupd NICE, Aj E RT wpjoin 小 波 包 重 组 
wnerngy 小 波 或 小 波 包 分 解 的 能 量 小 波 包 系数 的 重 构 


wp2wtree 从 小 波 包 树 中 提取 小 波 树 wprec 一 维 小 波 包 重 构 
wpeoef 提取 小 波 包 系数 wprec2 二 维 小 波 包 重 构 

wpcutree 剪 切 小 波 包 树 wpsplt 分 解 小 波 包 
wpdec 一 维 小 波 包 分 解 wentropy 计算 小 波 包 的 炉 


1. wpcoef 
功能 :提取 小 波 包 系 数 。 
格式 :X= wpcoef (T ,N) 
X = wpcoef (T) 
VE B] : wpcoef 是 一 维 或 二 维 小 波 包 分 析 函 数 。 
X 一 wpcoef(T,N) 返 回 小 波 包 树 T 中 结 点 N 相关 的 系数 。 如 果 N 不 存在 ,那么 


X-[]. 
X 王 wpcoef(T) 等 同 于 X— wpcoefCT 0) , 
举例 : 
当当 前 延 拓 模 式 是 补 零 
名 装载 信号 
load noisdopp; x = noisdopp; 
figure(1);subplot(2,1,1); 
plotGO;titleC 原始 信号 ); 
名 使 用 dbl 小 波 包 对 工 进行 3 层 分 解 , 使 用 Shannon Jil 
wpt = wpdec(x,3，dbl ) ; 
% 画 出 小 波 包 树 
plot(wpt) 
% 读 取 小 波 包 (2,1) 的 系数 
cfs = wpcoef(wpt,[2,1]; 
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figure(1);subplot(2,1,2); 
plot(cfs);title( ARA, DARA; 
结果 如 图 6. 28 和 图 6. 29 所 示 。 


Tree Decomposition data for node: (1)or(1,0) 
- I3rT—r—3 T per 
(0,0) 
lor 
5 
(1,0) (GD [ 
0 


(2,0) (2,1) (2,2) (2,3) 


(3,0) (3,1) (3,2) (3,3)(3,4) (3,5)(3,6) (3,7) 


| -1s 


50 100 150 200 250 300 350 400 450 500 
(a) (b) 
图 6.28 小 波 包 树 { 左 侧 树 结 构 , 右 侧 (1,0) 结 点 数据 } 

原始 信号 
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Bj 6.29. 计算 小 波 包 的 系数 
2. wpdec 
功能 :一 维 小 波 包 分 解 。 
格式 :T= wpdec(X,N, wname ,E,P) 


T = wpdec(X,N, wname ) 
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说 明 :wpdec 是 一 维 小 波 包 分 解 函数 。 

T 二 wpdec(X,N,'wname’ ,EE,P) 使 用 小 波 'wname’ ,并 根据 向 量 X 在 第 NN 层 的 小 波 包 
分 解 结 构 , 返 回 小 波 包 T, E 81d EDS UO ERERLP 是 由 工 值 决 定 的 优化 参数 。 如 表 
6.7 所 示 。 

T=wpdec(X,N, wname $t F T— wpdecCX, N,'wname' , Shannon), 


56.7. 3838 E Ta P 的 对 应 表 


R36 38 (E) 参数 (P) 说 明 
'Shannon' P 不 用 
"log energy’ 了 不 用 
"hreshod! | o<P P gd 
"sure! 0<P P JE BL 
'norm' 1<P P 是 指数 


P 是 包含 M 文件 名 的 字符 串 ,M 文件 定义 了 使 用 单 输 入 义 的 自 定义 
KEE 

FunName Æ RR T W TE KI 388 2 825 DL 2F BJ FE 8I tb FREER BL BJ p: B PR 
数 的 M OCT A ARRA X 作为 输入 ,P Veo R oe C BE ec 


t t ` 
user string 


FunName 了 无 限制 


对 于 给 定 的 正 交 小 波 函 数 , 可 以 生成 一 组 小 波 包 基 ,每 个 基 都 提供 了 一 种 特定 的 信号 编 
码 方 法 , 它 能 保留 信号 的 全 部 能 量 , 并 对 信号 的 特征 进行 准确 的 重 构 。 这 些小 波 包 可 以 对 于 
给 定 的 信号 进行 多 种 分 析 和 解释 。 

对 于 小 波 包 的 分 解 和 最 佳 分 解 方式 的 选择 ,都 有 简单 而 有 效 的 算法 。 其 中 自 适 应 算法 
可 以 直接 用 于 最 优 信号 编码 和 数据 压缩 。 

在 正 交 小 波 分 解 过 程 中 ,一 般 的 方法 是 将 低频 系数 分 为 两 部 分 ,得 到 新 的 低频 系数 向 量 
和 和 高 频 系数 向 量 , 两 个 连续 的 低频 系数 之 间 损 失 的 信息 可 以 由 高 频 系 数 获得 ,然后 是 将 新 的 
低频 系数 向 量 继续 分 解 ,而 高 频 系 数 保持 不 动 。 而 对 于 小 波 包 分 解 来 说 ,每 个 高 频 系数 向 量 
也 使 用 和 低频 系数 分 解 同 样 的 方法 ,分 成 两 个 部 分 ,这 样 就 提供 了 更 为 丰富 的 信号 分 析 方 
法 :在 一 维 分 析 中 产生 了 完整 二 又 树 ,而 在 二 维 分 析 中 则 产生 了 四 又 树 。 

举例 ; 

% 当前 延 拓 模 式 是 补 零 

名 装载 信和 号 

load noisdopp; x = noisdopp; 

* 使 用 dbl 小 波 包 对 x 进行 3 层 分 解 ; 使 用 Shanoon Jf 

wpt = wpdec(x,3, db1', Shannon ); 

% RAE T DRE H wpt 

多 结果 画 出 小 波 包 柑 

plot(wpt) 
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结果 如 图 6. 30 所 示 。 
(0,0) 


(1,0) (1,1) 


(2,0) (2,1) (2,2) (2,3) 


(3,0)(3,1)(3,2)(3,3)(3,4)(3,5)(3,6)(3,7) 


图 6.30 小波 包 树 
3. wpdec2 
功能 :二 维 小 波 包 分 解 。 
格式 :T= wpdec2(X,N, wname ,F,P) 
T = wpdec2(X,N, wname ) 
说 明 :wpdec2 是 二 维 小 波 包 分 解 函 数 。 
T 二 wpdec2(X,N,'wname',E,P) 使 用 特定 的 小 波 'wname', 由 和 矩阵 义 在 第 N 层 的 小 波 
包 分 解 ,返回 小 波 包 树 。 
T wpdec2CX, N,'wname ) 等 同 于 T— wpdec2(X, N, wname','Shannon), 
E A &1 5r 2E TUBE AFE P 是 由 巨 值 确定 的 优化 参数 。 
举例 : 
% 当前 延 拓 模式 是 补 零 
多 装载 图 像 
load tire 
%X 包 含 装载 的 图 像 
% 使 用 下 面 的 函数 进行 图 像 分 解 
t = wpdec2(X,2, dbl‘); 
% ERA WREN Æ Shannon Jr 
多 画 出 小 波 包 四 叉 树 
plot(t) 
结果 如 图 6.31 所 示 。 
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图 6.31 小 波 包 四 叉 树 


4. wprcoef 

功能 ; 重 构 小 波 包 系 数 。 

格式 :X= wprcoef(T,N) 

说 明 :wprcoef 是 一 维 或 二 维 小 波 包 分 析 函 数 。 该 函数 计算 小 波 包 树 工 中 节点 N 的 重 
构 系 数 。 

X 王 wprcoef(T) 等 同 于 X 一 wprcoef( 工 ,0) 。 

举例 : 

% 当前 延 拓 模 式 是 补 零 

% 载 入 信号 

load noisdopp; x = noisdopp; 

figure(1);subplot(2,1,1); 

plot (x);titleC 原始 信和 号“); 

名 利用 dbi 小 波 包 在 第 3 层 对 x 进行 分 解 ,使 用 Shannon J8 

t = wpdec(x,3,' dbl',' Shannon ); 

% EHARA 

piot(t); 

多重 构 小 波 包 节 点 (2,1) 

rcfs = wprcoef(t,[2 1]); 

figure(1);subplot(2,1,2); 

plot(rcfs);title( & 43 N 38% K (2,1) ); 

结果 如 图 6.32 和 图 6.33 所 示 。 
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图 6.32 小 波 包 树 
原始 信号 


0 | 
-5 二 
zd 1 1 EI 1 L 
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重 构 小 波 包 结 点 (2，1) 
4 T T T F T 


i: 1 L 1 1 
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图 6.33 小波 包 结 点 重 构 系数 

5. wprec 

功能 :一 维 小 波 包 重 构 。 

格式 :X= wprec(T) 

说 明 ;wprec 是 一 维 小 波 包 分 析 函 数 , 它 根据 小 波 包 树 ,返回 重 构 的 向 量 X。 
wprec 是 wpdec 的 道 函 数 , 即 XX 二 wprec(wpdec(X,'wname’))。 

参考 函数 ;wpdec、wpdec2、wpjoin、wprec2 和 wpsplt, 

6. wprec2 

功能 :二 维 小 波 包 重 构 。 

格式 :X= wprec2 (T) 

说 明 : wprec 是 二 维 小 波 包 分 析 函 数 , 它 根 据 小 波 包 树 ,返回 重 构 的 向 量 X. 
wprec2 是 wpdec2 If] 3i Mi 2k , BI X= wprec2Cwpdec2(X,wname')), 
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参考 函数 :wpdec、wpdec2、wpjoin、wprec2 和 wpsplt。 

7. besttree 

功能 :最 优 小 波 包 树 。 

格式 ,T= pesttree('T) 

[T,E] = besttree(T) 
[T,E,N] » besttree(T) 

说 明 : besttree P Nic E — Hk s — E ^] NIC ID 2T PRU , E R 1 3 Rh R A WE TF 25. JE ERA Bš 
佳 子 树 ,得 到 的 结果 可 能 比 原始 树 小 得 多 。 

长 度 为 NSZZ 的 信号 可 以 用 2” 种 不 同 的 分 解 方式 分 解 ,这 正好 是 一 个 深度 为 工 的 完 
整 二 叉 树 的 子 叉 树 的 数目 ,是 非常 庞大 的 ,如 果 用 枚 举 法 一 一 列举 将 难以 想象 。 因 此 ,我 们 
感 兴趣 的 是 要 根据 某 种 简单 的 准则 和 有 效 的 算法 , 找 出 其 最 优 分 解 的 方式 。 

TI 一 besttree(T) 根 据 最 优 箭 值 ,计算 相应 的 最 优 树 。 

[T,E]- besttree DHARA T ARARE 已 。 索 引 序号 为 了 7 一 1 的 结 点 的 最 优 稿 
值 为 EG). 

[T, E, N]=besttree DHARRA T. RRR E 和 包含 被 合并 结 点 的 索引 序号 向 量 
N。 算 法 说 明 : 考 虑 一 维 的 情况 ,从 根 结 点 开始 ,用 以 下 方法 来 计算 最 优 树 : 当 且 仪 当 Ni 和 
N, WJ l J N WREN, — UN 才 可 以 被 分 为 两 个 结 点 N, 和 N: 。 这 是 结 点 N 仅 
仅 基 于 可 用 信息 的 局 部 准则 。 

T LL fs HJ E rH 88 WE C W, wernergy 函数 ) ,如 果 焙 函数 沿 着 小 波 包 系数 方向 是 递增 
的 ,那么 以 这 种 算法 就 可 以 得 到 最 优 树 。 

从 初始 树 工 开始 ,使 用 这 种 合并 边界 的 算法 ,我 们 可 以 从 工 中 所 有 的 二 又 树 中 得 到 最 
优 树 。 

举例 : 

% 当前 的 延 拓 模 式 是 补 零 

多 装载 信号 

load noisdopp; x = noisdopp; 

& E Fl EC fli (Shannon W), R] dbl 小 波 对 x 进行 3 层 分 解 

wpt = wpdec(x,3, dbl’); 

多 分 解 小 波 包 [3 0] 

wpt = wpsp1t(wpt,[3 0; 

多 画 出 小 波 包 树 

plot(wpt); 

figure 

% TE ACC Tü k 8 R 

bt = besttree(wpt); 

% E H A Tü ZF CRAT 

plot(bt); 
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结果 如 图 6.34 和 图 6.35 所 示 。 


(0,0) (0,0) 
{1,0) (1,1) (1,0) (1,1) 
(2,0) QD Q2 23) Q,0 — Q,D 
AAAA A 
(3,0)(3,1)(3,2)(3,3)(3,4)(3,5)(3,6)(3,7) (3,0) (3,1)(3,2) (3,3) 
| ! 
(4,0)(4,1) (4,0)(4,1) 
图 6.34 小 波 包 树 图 6.35 最 优 小 波 包 树 


参考 函数 :bestlevt .wenergy、wpdec、 和 wpdec2 。 

8. wp2wtree 

功能 ,从 小 波 包 树 中 提取 小 波 树 。 

格式 ;T= wp2wtree(T) 

说 明 :wp2wtree 是 一 维 或 二 维 小 波 包 分 析 函 数 。 该 函数 根据 小 波 包 分 解 树 ,计算 修改 
后 的 小 波 包 树 T. 

举例 ， 

多 当前 延 拓 模式 是 补 零 

多 装载 信号 

load noisdopp; x = noisdopp; 

多 使 用 dbl 小 波 包 对 x 进行 3 层 分 解 ,使 用 Shannon Jif 

wpt = wpdec (x,3, db1 °); 

% EDER 

plot(wpt) 

s 计算 小 波 树 

wt = wp2wtree(wpt); 

光 画 出 小 波 树 

plot(wt); 

结果 如 图 6. 36 和 图 6. 37 所 示 。 
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图 6.36 小 波 包 树 
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图 6,37 最 优 小 波 包 树 


6.6 MATLAB 小 波 图 形 用 户 接口 


除了 命令 行 方式 外 ,小 波 分 析 工 具 箱 还 提供 了 图 形 用 户 接口 (Graphical User Interface, 


GUD 方 式 , 可 以 利用 它 


程 ,只 要 通过 菜单 操作 和 各 种 参数 的 选择 就 可 对 信号 进行 小 波 分 析 。 


6.6.1 


小 波 GUI 的 启动 和 功能 


实现 小 波 分 析 的 绝 大 部 分 功能 。 在 GUI 模式 下 ,不 需要 进行 任何 编 


在 MATLAB 命令 符 下 键入 wavemenu 后 按 Enter 键 , 即 会 出 现 小 波 工具 箱 主 菜单 窗 
口 (Wavelet Toolbox Main Menu) ,如 图 6. 38 所 示 。 


一 维 小 该 分 析 
一 维 离散 小 波 变 换 
一 维 小 波 包 变换 
一 维 连 续 小 波 变 换 
一 维 连续 复 小 波 变换 


二 锥 小 波 分 析 


LLLI 
二 维 小 波 包 变换 


一 维 多 信 和 号 分 析 
一 纵 多 变量 降 品 
小 波 主 分 量 分 析 


小 波 设计 


设计 连续 小 波 变 
换 的 新 小 波 


* Ravelcet Toolbox Ezin Menu 


file Lindor Help 


Specialized Tools. 


一 锥 小 波 分 析 
专用 工具 


SWT Denoising 1-D 


一 维 SWT 降 骂 


Wavelet Packet 1.D | — Density Estimation 1-D 


一 维 小 波 密度 估计 


Continuous Wavelet I-D ] | Regression Estimation 1-D 


一 维 小 波 回 好 估计 


B compe conio avelet 1 


Wavelet Coefficients Selection t-D T 


一 维 小 波 系 数 选择 


Fractional Brownian Generation 1-D 全 一 


一 维 FBM 产 生 


二 维 小 波 分 析 
HIH 


|| Wavelet Coefficients Selection 2D | 


Wavelet Display 


-Multivariate Denoising 
Wavelet Packet Display 


Multiscale Princ. Comp. Analysis 


Signal Extension 
image Extension 


图 6.38 小 波 GUI 的 界面 
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可 以 看 出 ,小波 GUI 的 功能 非常 丰富 ,如 表 6. 8 所 示 。 
表 6.8 小 波 GUI 的 主要 功能 


主要 功能 子 功能 主要 功能 子 功能 
一 维 高 散 小 流 变换 | 一 维 平稳 小 波 降 噪 
一 维 小 波 包 变换 一 维 小 波 变 换 密度 估计 
一 维 小 波 分 析 —] 
一 维 连续 小 波 变换 一 维 小 波 分 析 专 用 工具 一 维 小 波 变换 回归 估计 
一 维 连 续 复 小 波 变 换 一 维 小 波 系数 选取 
| 二 维 小 波 变 换 一 维 FBM 产生 
二 维 小 波 分 析 一 | 
二 维 小 波 包 变换 ET enm 
小 波 显示 | 二 维 小 波 分 析 专 用 工具 二 维 小 波 系 数 选择 
小 波 显示 o oL 
小 波 包 显示 | TETA 
一 维 多 信 号 分 析 小 波 构 造 CWT 小 波 构 造 
一 维 多 信 号 分 析 一 维 多 变 量 降 品 — | 信号 延 拓 
延 拓 工具 
小 波 主 分 量 分 析 图 像 延 拓 


有 一 点 需要 特别 强调 ,小 波 GUI 中 ,在 执行 一 维 小 波 回 归 估 计 、 一 维 小 波 密度 估计 、 一 
维 小 波 系数 选取 及 二 维 小 波 系数 选取 时 ,要 在 MATLAB 的 命令 行 工 具 中 将 延 拓 模 式 改 为 
“对 称 填充 ”方式 : 

>> dwtmode( sym ); 

而 这 些 工 具 使 用 结束 后 ,要 用 下 面 的 命令 将 延 拓 模 式 切 换 到 默认 的 “ 补 零 ”模式 ， 

> > dwtmode( mode); 


6.6.2 小 波 GUI 的 基本 说 明 


主要 对 小 波 工具 箱 GUI 中 ,比较 特殊 的 几 个 方面 进行 说 明 。 
1. 颜色 设 置 
在 所 有 的 图 形 工 具 中 ,信号 和 分 析 结 果 显 示 的 颜色 按 表 6. 9 所 示 的 方式 进行 设置 。 


表 6.9 信号 和 分 析 结 果 显 示 的 颜色 设置 


显示 颜色 
蓝 色 梯 度 ( 尺 度 越 高 ,颜色 越 深 ) 
绿色 梯度 (尺度 越 高 ,颜色 越 深 ) 


显示 颜色 


信号 
原始 信号 
重 构 或 者 合成 信和 号 


低频 分 量 ( 近 似 分 量 ) 
高 频 分 量 ( 细 节 分 量 ) 


2. 图 形 的 关联 性 

所 谓 图 形 的 关联 性 ,就 是 指 对 于 包含 关联 信息 ,并 使 用 同一 横 坐 标的 图 形 集 ,如 果 对 其 
中 的 某 一 个 图 形 进行 操作 ,那么 其 他 图 形 也 将 随 之 改变 。 对 于 二 维 图 像 来 说 ,关联 性 在 横 坐 
标 和 纵 坐 标 上 都 有 体现 ,可 以 使 用 某 独 立 的 坐标 (X 或 了 ) 或 者 同时 改变 XY 两 个 坐标 来 改 
变 所 有 的 图 形 。 例 如 ,低频 和 高 频 系数 显示 使 用 的 是 分 离 模式 , 当 其 中 的 任何 一 个 图 形 放 大 
时 ,其 他 的 图 形 都 会 相应 放大 。 
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3. 染色 的 控制 

Colormap 选择 框 位 于 窗口 的 右 下 部 ,调整 它 可 以 控制 画图 形 或 者 系数 时 的 颜色 显示 ， 
其 目的 是 为 了 突出 图 形 的 不 同 特 性 。 

4. 颜色 数量 的 控制 

Nb. Colors 游标 位 于 窗口 右 下 部 。 它 允许 调整 画图 形 或 者 系数 (小 波 或 者 小 波 包 ) 时 使 
用 的 颜色 数目 ,也 可 以 使 用 编辑 框 来 改变 颜色 数目 。 调 整 颜色 的 数目 可 以 高 亮 显示 图 形 中 
不 同 的 特性 。 

5. 染色 模式 的 控制 

在 连续 小 波 工具 中 ,系数 的 染色 可 以 采用 几 种 不 同 的 模式 。 主 要 通过 3 个 参数 来 控制 。 

(1) init 或 current :如 果 选 择 init, 对 所 有 的 系数 都 进行 染色 。 如 果 选 择 current, 只 有 
一 部 分 系数 染色 ,这些 系数 在 显示 的 系数 中 , 变 得 比较 明显 。 

(2) by scale 或 all scales: 如 果 选 择 by scale, 那 么 对 各 个 尺度 分 开 进 行 染 色 ;否则 ,对 所 
有 的 尺度 得 到 的 小 波 系 数 都 进行 染色 。 

(3) abs(or not) :如 果 不 选 择 abs ,那么 使 用 系数 值 ( 称 为 Normal Mode? ;和 否则 ,是 那个 
的 系数 的 绝对 值 ( 称 为 Absolute Mode), 


6.6.3 小 波 GUI 中 的 小 波 和 小 波 包 显示 


在 介绍 了 小 波 工具 箱 GUI 的 共同 特性 之 后 ,我 们 首先 来 了 解 小 波 GUI 中 的 小 波 和 小 
波 包 显 示 。 它 们 位 于 Wavelet Toolbox Main Menu 窗口 中 的 Display 组 件 框 中 , 单 击 它们 
可 以 显示 MATLAB 中 的 小 波 和 小 波 包 函 数 族 的 信息 。 

1. 小 波 信 息 显 示 

Sym 小 波 信息 显示 如 图 6. 39 所 示 。 


-OX 
T ]| 一 一 小 波 名 称 
u RB 计算 精度 
小 波 画 数 
EE 显示 按钮 
LEE 
所 有 小 波 函数 族 
位 置信 息 


图 6.39 sym 小 波 信息 显示 
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2. 小 波 包 信息 显示 


小 波 包 信息 显示 的 主 窗 口 如 图 6. 40 所 示 。 


| Snveleto Pncketn W System Fonctions fioplay 
Zile Wiev lünaert Tools Window Help 
hast Vez ele Packets -> haar 


WO -phiuncbon- - 
E AE PEE cubes 


小 波 包 函数 dal | 


Refinecoent d 


Wav. Pack. from Ü to 


图 6.40 haar 小 波 包 信息 显示 


6.6.4 一 维 离散 小 波 变换 


小 波 名 称 


计算 精度 
小 波 包 函数 的 个 数 


显示 按钮 


一 一 位 置信 息 


在 小 波 工 具 箱 菜单 中 单 击 Wavelet 1-D 按钮 ,出现 如 图 6. 41 所 示 的 一 维 离散 小 波 分 析 


工具 。 


) Wavclet 1-D 
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Nb. Colors Ed 
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图 6.41 一 维 离散 小 波 分 析 图 形 工 具 


一 一 一 分 析 使 用 的 小 波 
一 一 执行 离散 小 波 变 换 


— —— Bi f fof] 
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在 图 6. 42 中 的 右上 角 选 择 基 本 小 波 为 dmey, 尺 度 Level 为 1, 其 他 参数 默认 , 单 击 
【Analyze】] 按 钮 ,经 过 短 时 间 的 计算 后 将 出 现 如 图 6. 42 所 示 的 分 解 结果 。 


File Yiew Insert Tools Yindov Help 
ut 8 |. Decomposi 


ition at level 1: $ z a1 + dl. 


Full Decornpostson 
at level 1 ` 


图 6.42 单 尺 度 一 维 离散 小 波 变换 


6.6.5 二 维 离散 小 波 变换 


在 小 波 工具 箱 主 菜单 中 单 击 Wavelet 2-D 按钮 ,出 现 如 图 6. 43 所 示 的 二 维 离 散 小 波 分 
Fr EU LR ,分析 结果 如 图 6.44 所 示 。 
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图 6.43 二 维 小 波 分 解 工具 
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图 6.44 


二 维 小 波 分 解 结果 
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[Reconstruct ] 


小 波 分 析 应 用 近 术 


小 波 分 析 的 应 用 是 与 小 波 分 析 的 理论 研究 紧密 地 结合 在 一 起 的 。 小 波 分 析 的 应 用 领域 
十 分 广泛 ,包括 :数学 领域 的 许多 学 科 ; 信 号 分 析 、 图 像 处 理 ;量子 力学 ,理论 物理 ;军事 电子 
对 抗 与 武器 的 智能 化 ;计算 机 分 类 与 识别 ;音乐 与 语言 的 人 工 合成 ;医学 成 像 与 诊断 ;地 震 勘 
探 数 据 处 理 ; 机 械 的 故障 诊断 等 。 

本 章 将 主要 讲述 小 波 在 信号 去 噪 、 信 号 压缩 、 信 号 的 奇异 性 检测 以 及 在 数字 水 印 等 领域 
的 应 用 情况 ,以 实例 说 明 小 波 用 于 解决 实际 问题 的 基本 方法 。 


7.1 小 波 在 信号 去 骂 中 的 应 用 


工程 实际 中 检测 到 的 信和 号 往往 混 有 不 同 程度 的 噪声 。 从 振动 的 角度 来 说 ,噪声 是 指 无 
规律 的 振动 ;从 信和 号 处 理 角 度 来 说 ,噪声 分 为 白 噪声 和 有 色 噪 声 , 白 噪声 是 指 频率 分 量 的 能 
量 均匀 分 布 在 整个 给 定 带 宽 内 ,有色 噪声 是 指 频率 分 量 的 能 量 集 中 在 给 定 带宽 的 某 个 频带 
内 。 广 义 上 讲 , 可 以 统称 信号 中 有 用 成 分 以 外 的 所 有 成 分 为 噪声 。 一 个 含有 噪声 的 信和 号 模 
型 如 下 ， 

s(t)= fI nO (7.1.1) 
其 中 s(#) 是 原始 信号 , 即 我 们 想 要 得 到 的 信和 号,n(z) 为 噪声 ,信号 去 噪 是 信号 处 理 领 域 的 经 
典 问题 之 一 。 降 噪 的 目的 是 抑制 信和 号 ;Cz) 中 的 噪声 部 分 ,再 现 信号 Fo 。 传 统 的 去 噪 方法 
主要 包括 线性 滤波 方法 和 非 线 性 滤波 方法 ,如 wiener 滤波 和 中 值 滤 波 等 。 传 统 去 曲 方 法 的 
不 足 在 于 使 信号 变换 后 的 箭 增高 ,无 法 刻画 信号 的 非 平 稳 特 性 .无 法 得 到 信号 的 相关 性 。 而 
小 波 变换 具有 和 良好 的 时 - 频 特 性 ， 从 而 为 其 在 信号 降 品 中 的 应 用 提供 了 广阔 的 前 景 。 


7.1.1 小 波 信号 去 噪 的 准则 及 常用 的 方法 


信和 号 去 噪 的 准则 如 下 : 

(1) 光滑 性 。 在 大 部 分 情况 下 , 降 噪 后 的 信号 应 该 至 少 和 原 信 号 具有 同等 的 光滑 性 。 

(2) 相似 性 。 降 噪 后 的 信号 和 原 信 和 号 的 方差 估计 应 该 是 最 坏 情况 下 的 最 小 值 。 

当前 ,小波 技术 在 信号 去 品 中 得 到 了 广泛 的 研究 并 取得 了 非常 好 的 应 用 效果 ,已 成 为 信 
号 去 品 的 主要 方法 之 一 。 主 要 原因 是 小 波 变 换 具有 下 述 特点 : 

CD 低 焙 性 。 小 波 系数 的 稀 朴 分 布 使 信号 变换 后 的 箭 降低 。 

(2) 多 分 辩 率 性 质 。 该 性 质 使 小 波 变换 可 以 非常 好 地 刻画 信号 的 非 平 稳 特性 ,如 边缘 、 
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尖峰 、 断 点 等 。 

(3) 去 相关 性 。 可 以 对 信号 进行 去 相关 , 且 噪 声 在 变换 后 有 白化 趋势 ,所 以 在 小 波 域 比 
在 时 域 更 利于 去 噪 。 

(4) 小 波 基 选 择 的 多 样 性 。 由 于 小 波 变 换 可 以 灵活 地 选择 不 同 的 小 波 基 , 如 单 小 波 、 多 
小 波 、 多 带 小 波 、 小 波 包 平移 不 变 小 波 等 ,因此 可 以 根据 信号 特点 和 去 噪 要 求 选择 合适 
小 波 。 

小 波 去 噪 方法 ,可 以 分 为 3 类 ; 

OD 基于 小 波 变换 极 大 值 原 理 。Mallat 提出 ,信号 与 噪声 在 小 波 变换 各 尺度 上 有 不 同 
的 传播 特性 ,通过 观察 不 同 尺 度 上 的 小 波 变换 模 极 大 值 的 渐变 规律 和 分 布 规律 ,剔除 由 噪声 
产生 的 模 极 大 值 点 ,用 所 剩余 的 模 极 大 值 点 恢复 信号 。 

(2) 基于 相关 性 去 品 。 信 号 的 小 波 变 换 在 各 尺度 间 有 较 强 的 相关 性 ,而 且 在 边缘 处 也 
具有 很 强 的 相关 性 ;而 噪声 的 小 波 变换 在 各 尺度 间 却 没有 明显 的 相关 性 ,而 且 , 噪 声 的 小 波 
变换 主要 集中 在 小 尺度 各 层次 中 。 基 于 相关 性 小 波 去 噪 方法 ,首先 计算 相 邻 尺度 间 小 波 系 
数 的 相关 性 ,根据 相关 性 的 大 小 区 别 小 波 系 数 的 类 型 ,进行 取舍 ,然后 再 进行 小 波 重 构 ,从 而 
实现 去 品 。 例 如 小 波 隐 马尔 可 夫 树 去 吕方 法 就 是 这 个 原理 。 

(3) 阐 值 去 噪 。 阐 值 去 噪 是 一 种 实现 简单 .效果 较 好 的 小 波 去 品 方 法。 其 基本 思想 是 
对 小 波 分 解 后 的 各 层 系数 中 模 大 于 或 小 于 某 阀 值 的 系数 分 别处 理 , 然 后 进行 反 变 换 重 构 出 


去 噪 后 的 信号 。 
下 面 主要 介绍 小 波 阔 值 去 品 。 


7.1.2 DREE 


进一步 将 式 (7.1.1) 写 成 如 下 形式 
s(t)= f(t) toenG) (7.1.2) 
其 中 ec 是 噪声 强度 。 最 简单 情况 是 假设 nO) SBI Py H o 一 1。 小 波 变 换 的 目的 就 是 
抑制 m CO RESOA. XXE 太 ) 的 分 解 系数 比较 稀 朴 ( 非 零 项 很 少 ) 的 情况 下 ,这 种 方法 效 
率 很 高 。 

基于 小 波 变换 的 去 噪 方法 利用 小 波 变换 中 的 变 尺 度 特 性 ,对 确定 信号 有 一 种 “集中 ”能 
力 。 如 果 一 个 信和 号 的 能 量 集中 于 小 波 变换 域 少数 小 波 系数 上 ,那么 它们 的 取 值 必然 大 于 在 
小 波 变换 域内 能 量 分 散 后 大 量 信 号 和 噪声 的 小 波 系 数 。 这 时 可 用 阔 值 方法 对 小 波 分 解 后 的 
各 层 系数 中 模 大 于 和 小 于 某 阐 值 的 系数 分 别处 理 。 

在 对 小 波 系数 进行 取舍 前 , 按 一 定 的 规则 (或 阐 值 化 ) ,将 小 波 系数 划分 为 两 类 ,重要 的 、 
规则 的 小 波 系 数 ; 非 重要 的 或 受 噪声 干扰 的 小 波 系 数 。 通 常 以 小 波 系 数 的 绝对 值 作为 小 波 
的 分 类 依据 。 小 波 系数 绝对 值 趋向 于 零 则 意味 着 小 波 系 数 所 包含 的 信息 量 少 ,并 受 强烈 的 
噪声 干扰 。 

给 定 一 个 阅 值 3, 所 有 绝对 值 小 于 6 的 小 波 系数 划 为 “噪声 ”, 它 们 的 值 用 零 代 替 ; 而 超 
ARE è 的 小 波 系数 的 数值 被 缩减 后 再 重新 取 值 (符号 为 原 小 波 系数 的 符号 ) 。 这 种 方法 意 
味 着 , 立 值 化 移 去 了 小 幅度 的 噪声 或 非 期 望 的 信号 ,经 小 波 逆 变换 后 可 以 得 到 所 需要 的 信 
号 。 由 此 可 见 ,在 小 波 分 析 用 于 降 噪 的 过 程 中 ,核心 步骤 就 是 在 系数 上 作用 阔 值 。 因 为 益 值 
的 选取 直接 影响 降 噪 的 质量 ,人 们 提出 了 各 种 阅 值 选取 的 理论 和 经 验 模 型 ,但 是 还 没有 一 种 
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模型 是 通用 的 ,它们 都 有 自己 的 使 用 范围 。 

小 波 变换 中 ,对 各 层 系数 降 噪 所 需 的 阔 值 一 般 是 根据 原 信 号 的 信 噪 比 来 取 的 ,该 量 用 式 
(7.1.2) 中 的 ao 来 表示 ,从 f(z) 中 提取 6 的 方法 很 多 ,在 假设 噪声 为 白 噪声 的 情况 下 ,一般 用 
原 信号 的 小 波 分 解 的 各 层 系 数 的 标准 差 来 衡量 。MATLAB 提供 了 wnoisest 函数 来 实现 这 
个 功能 。 

在 得 到 信和 号 的 噪声 强度 以 后 ,就 可 以 根据 噪声 强度 o 来 确定 各 层 的 阐 值 ,对 噪声 强度 为 
5 的 白 噪 声 , 阐 值 的 确定 主要 有 以 下 几 个 数学 模型 。 

(1) 默认 的 阅 值 确定 模型 , 阐 值 由 如 下 公式 给 出 : 

thr= V2log(n) Xo (7.1.3) 
式 中 ,n 为 信号 的 长 度 , 在 MATLAB 的 ddencmp 命令 中 ,如 使 用 其 降 噪 功能, 求 得 的 阔 值 就 
是 用 这 个 规则 确定 的 。 

(2) Birge-Massart 策略 所 确定 的 阔 值 通过 如 下 的 规则 求 得 ， 

给 定 一 个 指定 的 分 解 层 数 j, 对 j 十 1 以 及 更 高 层 ,所 有 系数 保留 ; 

对 第 2 ER COLL) ,保留 绝对 值 最 大 的 ni 个 系数 ,n; 由 下 式 确定 : 

n, —M(j -2—1)* 
式 中 ,M 和 a 为 经 验 系 数 , 缺 省 情况 下 取 M—LCOD ,也 就 是 第 一 层 分 解 后 系数 的 长 度 , 一 般 
情况 下 ,M WR LOSM LO) a 的 取 值 因 用 途 不 同 , 在 压缩 情况 下 一 般 取 — 1. 5, RE 
噪 情况 下 取 < 一 3。 

从 原始 信号 确定 阅 值 的 MATLAB MAA ddencmp,wbmpen,wdcbm 和 wdcbm2 ,其 中 
自动 降 噪 的 命令 wdencmp 采用 的 是 默认 的 阔 值 。 

在 求 得 益 值 后 ,有 两 种 在 信号 上 作用 阔 值 的 方法 , 硬 闪 值 和 软 阔 值 。 硬 冰 值 是 令 绝 对 值 
小 于 病 值 的 信和 号 点 的 值 为 零 , 这 种 方法 的 缺点 是 在 某 些 点 会 产生 间断 。 另 一 种 软 阔 值 方法 
是 在 硬 阔 值 的 基础 上 让 边界 处 不 连续 点 逐渐 收缩 到 零 ,这 样 一 来 可 以 有 效 避 免 间 断 ,使 得 重 
建 的 信号 比较 光滑 。 

设 w 是 原始 小 波 系数 ,7(w) 表 示 阔 值 化 后 的 小 波 系 数 , 工 是 阔 值 ， 


"T l, x: EX 
0， 工 是 假 
I 代表 示 性 函数 。 
(a) RE D] EL PROC E 7. 1(a) 所 示 。 
29) —oI l o| >T) (7.1.4) 
(b) HEERA UR 7. 1000 Brom. 
qlw) = (Go—sgn o) TOI C| o] >T) (7.1.5) 


BB B] BE 77 125 n] PIR ET Hb bt ER B 2 2 S Jy BRE EE RRS H DL e TD t REA 
视觉 失真 , MERER EO TRE LH UT RE ILI ka K n AR, 44k ER LEE PRU 
图 7. 1 (c) Bron , "T VL BR 3k Ed ERI E EL LZ E DG REEF 


Tel Tte a | <T tol lol >T:) (7.1.6) 


Cw) —sgn(o) 
其 中 OTi «Ti, 


BAF NEN A Be od BR i BERE DA CURE IH E E R E IS TE PI 8 , SCHULE BE IR 
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难 , 因 此 这 个 缺点 限制 了 它 的 应 用 。 一 种 改进 的 具有 更 高 阶 的 软 阔 值 如 图 7.1(d) 所 示 , 其 
表达 式 为 


T 
wo T PESE ew—T 
1 
nlu) 一 GERD TS 5 le | «T (7.1.7) 
T 
e Tiar “1 


可 以 看 出 它 在 噪声 (小 波 系 数 ) 与 有 用 信和 号 (小 波 系 数 ) 之 间 存 在 一 个 平滑 过 渡 区 ,更 符 
合 自然 图 像 的 连续 特性 。 


ino) 


(a) E E PR 3C (b) 4k EX] [B PR 3E 
inio) 9(o) 


(c) 半 软 阔 值 函数 (d) BEER FR 4 BHE DR C 


图 7.1 JLA R 


对 特定 的 信号 作用 阔 值 的 MATLAB 命令 为 wthresh。 下 面 通过 MATLAB 观察 一 下 
硬 闭 值 和 软 闭 值 的 图 形 表示 。 

和 产生 一 条 定义 在 [ -1,1] 上 的 直线 

y= linspace(—1,1,100); 

% ë X BL ÉL 2 0.4 

thr = 0.4; 

* 4E A ELE 

ythard = wthresh(y, h',thr); 

% fE FLUE 

ytsoft = wthresh(y, s',thr); 
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subplot(121); plot(ythard);title( 作用 硬 阅 值 的 结果 ,fontsize’ ,18) 

subplot(122); plot(ytsoft);title( 作用 软 阅 值 的 结果 ,fontsize ,18) 

在 图 7. 2 中 , 横 坐 标 表示 信和 号 (或 图 像 ) 的 原始 小 波 系数 , 纵 坐 标 表 示 阔 值 化 后 的 小 波 
系数 。 


0-8 0.4 

0.6} 

0.4} 02r 

0.2} ol 

中 

-0.2F NI 
-0.47 -0.4 
-0.6 F o6 
-0.8r | 

-1 -0.8 

0 50 100 0 50 100 
(a) 作用 硬 阔 值 的 结果 (b) 作 用 软 阐 值 的 结果 


图 7.2 对 直线 作用 硬 阔 值 和 软 阔 值 的 结果 


基于 小 波 变换 的 六 值 去 噪 方法 步骤 如 下 : 

CD 选择 合适 的 小 波 ,对 所 给 的 信号 进行 小 波 变 换 ,得 到 小 波 变换 系数 W，; 

(2) HAERE o ARAE B I EL 7 E: CACHE CER BRL FED. ,对 小 波 系 数 进 行 取舍 ， 
得 到 新 的 小 波 系数 Ws; 

(3) 对 得 到 的 小 波 系数 W, 进行 逆 小 波 变 换 ,得 到 去 品 后 的 图 像 。 | 

去 噪 时 ,假定 已 估计 出 了 噪声 的 方差 ,问题 已 经 可 以 解决 。 在 实际 应 用 中 , An for 98 E DR 
声 的 类 型 以 及 方差 是 一 个 非常 重要 的 问题 ,在 此 不 进行 讨论 。 


7.1.3 一 维 信 号 阅 值 去 噪 例子 


1. 平稳 信号 去 噪 

[6017-1] 某 单位 为 了 考察 其 用 电 情 况 , 对 其 中 三 天 的 电网 电压 值 进行 监测 ,得 到 了 一 
个 电压 采样 序列 ,但 由 于 在 采样 过 程 中 ,监测 设备 出 现 了 一 些 故障 ,使 得 所 采集 的 信号 引入 
了 噪声 , 现 利用 小 波 分 析 ,将 这 种 由 于 仪器 故障 引起 的 噪声 进行 消 品 处 理 。 

解 : 该 问题 是 一 个 去 品 问 题 ,利用 小 波 去 品 的 基本 原理 ,首先 我 们 选择 一 个 小 波 dbl , 然 
后 确定 小 波 分 解 的 层 数 N( 在 这 里 , 取 N 为 3)。 可 以 采用 3 种 方法 进行 处 理 。 

CO 强制 消 品 处 理 。 该 方法 把 小 波 分 解 结构 中 的 高 频 系数 全 部 变 0, 即 把 高 频 部 分 全 部 
UBER BE ,然后 再 对 信号 进行 重 构 处 理 。 这 种 方法 比较 简单 , 重 构 后 的 去 品 信 号 也 比较 平滑 ， 
但 容易 丢失 信号 的 有 用 成 分 。 

(2) 默认 阐 值 消 品 处 理 。 该 方法 利用 ddencmp 函数 产生 信号 的 默认 屏 值 ,然后 利用 
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wdencmp 函数 进行 消 曲 处 理 。 

(3) 给 定 软 ( 或 硬 ) 阔 值 消 噪 处 理 。 在 实际 的 消 噪 处 理 过 程 中 , 阐 值 往往 可 以 通过 经 验 
公式 获得 ,而 且 这 种 立 值 比 默认 立 值 更 具有 可 信和 度 。 在 进行 阐 值 量化 处 理 中 可 用 wthresh 
函数 进行 。 

针对 本 问题 ,这 里 分 别 用 上 面 3 种 消 噪 方法 进行 消 品 处 理 , 并 对 消 噪 的 结果 加 以 对 比 。 

名 采集 的 信和 号 已 经 按照 MATLAB 格式 存 成 MAT 文件, 文件 名 为 leleccum. nat 


load leleccum; % Xt4E 5 3⁄2 X. MATLAB 工作 环境 

s = leleccun(1;3 920); 名 取 采 样 信号 的 前 1—3 920 个 采样 点 
is = length(s); 多 计算 采样 序列 长 度 
subplot(221);plot(s); 名 和 画 出 原始 信和 号 波形 
titleC 原始 信号 ); 

[c,1] = wavedec(s,3，dbl °); 名 采用 dbl 小 波 并 对 信号 进行 三 层 分 解 
ca3 = appcoef(c,1, dbl’ ,3); 名 提取 小 波 分 解 的 低频 系数 

cd3 = detcoef(c,1,3); 多 提取 第 三 层 的 高 频 系 数 

cd2 = detcoef(c,1,2); 多 提取 第 二 层 的 高 频 系 数 

cd1 = detcoef(c,1,1); 名 提取 第 一 层 的 高 频 系数 


多 下 面 对 信 号 进行 强制 消 品 处理 

cdd3 = zeros(1,length(cd3)); 

cdd2 = zeros(1,length(cd2)); 

cdd1 = zeros(1,length(cd1)); 

c1 = [ca3 ,cdd3 ,cdd2 , cdd1 J; 

sl = waverec(cl,l,' db1); [cl,1] 为 新 的 分 解 结构 
subplot(222);plot(s1); & E xt EG WE LR SR GTP I 
title( 强制 消 噪 波形 图 ') ;grid; 

多 下 面 利 用 默认 冰 值 进行 消 品 处 理 

多 用 ddencmp 函数 获得 信号 的 默认 阀 值 , 使 用 wdencmp 命令 函数 来 实现 消 品 过 程 
[ thr,sorh,keepapp | = ddencmp( den , wv ,s); 

s2 = wdencmp( gbl',c,l, db1',3,thr,sorh,keepapp); 
subplot(223);plot(s2); 

titleC BÀ N 8 "RJ Bg 48 S$ grid; 

AE 41 RI 2: ë 8 3k I EE 

cdisoft = wthresh(cd1, s',1.456); % X # — E NAJAR, HERA 
cd2soft = wthresh(cd2, “s ,1.832);， 先 对 第 二 层 的 高 频 系 数 , 国 值 取 为 
cd3soft = wthresh(cd3,/s/,2.786); 委 对 第 三 层 的 高 频 系 数 , 阔 值 取 为 

s3 = waverec(c1,l,' db1); % [cl,1] 为 给 定 阅 值 量 化 后 的 分 解 结构 
subplot (224) ;plot(s3); 

titleC 给 定 软 阅 值 消 噪 后 的 信号 grid; 
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图 7.3 信号 及 其 消 噪 的 输出 结果 


2. 非 平稳 信和 号 去 品 

在 实际 的 工程 应 用 中 ,所 分 析 的 信号 可 能 包含 许多 尖峰 或 突变 部 分 ,并 且 品 声 也 不 是 平 
稳 的 白 噪声 ,对 这 种 信号 进行 分 析 , 首 先 需 要 作 信 号 的 预 处 理 , 将 信号 的 噪声 部 分 去 除 ,提取 
有 用 信和 号。 而 这 种 信号 的 消 噪 ,用 传统 的 储 里 叶 变 换 分 析 , 显 得 无 能 为 力 ,因为 储 里 叶 分 析 是 
将 信号 完全 在 频率 域 中 进行 分 析 , 它 不 能 给 出 信号 在 某 个 时 间 点 上 的 变化 情况 ,使 得 信号 在 时 
间 轴 上 的 任何 一 个 突变 ,都 会 影响 信号 的 整个 谱 图 。 而 小 波 分 析 由 于 能 同时 在 时 频 域 中 对 信 
号 进行 分 析 ( 并 且 在 频率 域内 分 状 率 高 时 ,时 间 域 内 分 辨 率 则 低 ,在 频率 域内 分 辨 率 低 时 ,时 间 
域内 分 辨 率 则 高 , 且 有 自动 变焦 的 功能 ) ,所 以 它 能 有 效 地 区 分 信号 中 的 突变 部 分 和 噪声 ,从 而 
实现 信号 的 消 曲 。 下 面 将 一 个 信号 加 入 白 噪 声 ,然后 用 传 里 叶 分 析 方 法 和 小 波 分 析 方 法 同时 
对 加 人 和 白 噪 声 的 信号 进行 消 噪 处 理 , 可 以 看 出 小 波 分 析 比 传统 的 傅 里 叶 分 析 更 加 优越 。 

[ 例 7-2] 产生 一 含 噪声 的 矩形 波 信号 ,请 分 别 用 小 波 分 析 和 传 里 时 变换 进行 信号 嗓 


声 消除 。 
解 :该 问题 是 一 个 非 平 稳 信 号 噪声 消除 的 问题 ,可 按 如 下 程序 进行 噪声 消除 。 
snr = 4; % W ÉE ë m H. 
init = 2055615866; 外 设置 随机 数 初 值 


% 产生 原始 信号 xref # B S P ë x 
Lxref ,xj = wnoise(1,11,snr,init); 
xref = xref(1,2000); 

x=x(1.2000); 
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多用 sym8 小 波 进行 三 层 分 解 并 用 heursure 软 闽 值 进行 小 波 系数 闽 值 量化 
xd = wden(x, heursure' ,'s/, one”,3, sym8 ); * Xt £1 3H "E Ab XE 
Subplot(3,2,1);plot(xref); 

titleC 原始 信号 ); 

subplot(3,2,2);plot(x); 

title d EE 

& Tu d Ep 2 3k 6d EB 


xxref - fft(xref); 多 对 原始 信号 进行 傅 里 叶 变 换 
xxref = abs(xxref); 

xx = fft(x); 名 对 食品 信和 号 进行 储 里 叶 变 换 
absxx = abs(xx); 

+ F EE H #L E tE 3 J5 N 328 W E: 


subplot(3,2,3);plot(xxref); 

titleC E 28 ë E W EOS 

subplot(3,2,4);plot(absxx); 

title $k ë E Nu ED; 

外 进行 低 通 滤波 ,滤波 频率 为 0 一 100 的 相对 频率 

indd2 = 100;2000; 

xx(indd2) = zeros(size(indd2)); 

xden = ifft(xx); LEE S NE 
xden = real(xden); 多 提取 反 变 换 后 的 实数 部 分 
xden = abs(xden); 

subplot(3,2,5);plot(xd); 

title( 小 波 去 噪 后 的 信号 )3 

subplot(3,2,6);plot(xden); 

title Fl 8 »r Xr ERARA); 


20 原始 信号 20 会 噪声 信号 
20 500 1000 1500 2000 ^ ?"9 — 500 1000 1500 2000 
原始 信号 的 谱 图 含 品 信号 的 谱 图 


10 000 10000 
l "| l OOO] 
0 


0 500 1000 1500 2000 0 500 1000 1500 2000 
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205—500 1000 1500 2000 2 500 1000 1500 2000 


图 7.4 例 7.2 的 输出 结果 
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7.1.4 二 维 信 号 的 小 波 去 噪 


二 维 信号 在 应 用 中 一 般 表现 为 图 像 信号 ,二 维 信号 在 小 波 域 中 的 降 品 方法 的 基本 思想 
与 一 维 情况 一 样 , 在 阐 值 的 选择 上 ,可 以 使 用 统一 的 全 局 六 值 ,也 可 以 对 水 平方 向 、 竖 直方 向 
和 对 角 方 向 三 个 方向 的 高 频 系 数 分 别 进行 益 值 处 理 。 这 样 就 可 以 把 所 有 方向 的 噪声 分 离 出 
来 ,通过 作用 阐 值 抑制 其 成 分 。 

图 像 去 品 的 一 般 步 又 如 下 : 

(1) 图 像 的 小 波 分 解 。 选 择 合适 的 小 波 哺 数 以 及 合适 的 分 解 层 次 对 图 像 进行 分 解 。 

(2〉 对 分 解 后 的 高 频 系数 进行 阐 值 处 理 。 对 分 解 的 每 一 层 , 选择 合适 的 阐 值 对 该 层 的 
KF .垂直 和 对 角 三 个 方向 的 高 频 系 数 进行 阐 值 量化 处 理 。 阔 值 函 数 和 阔 值 选择 规则 与 信 
号 的 阐 值 去 噪 相同 。 

(3) 重 构图 像 。 根 据 小 波 分 解 的 低频 系数 和 经 阅 值 量化 处 理 后 的 高 频 系 数 进行 图 像 
重 构 。 

[ 例 7-3」 给 定 一 个 含 噪 声 的 woman. mat 图 像 ,利用 wdcbm2 获取 图 像 去 噪 阐 值 , 然 
后 采用 函数 wdencmp 实现 图 像 去 噪 。 

load woman; 

ITI 

init = 2055615866; 

randn(' seed',init); 

x= X+ 18 * randn(size(X)); 

nbc = size(map,1); 

% 使 用 sym4 NE XE 41 — IE E 

wnane = 'sym4';lev-3; 

[c,s] = wavedec2(x,lev,wname); 

外 使 用 wdcbm2 $ +$ + "k M të 

alpha = 3;m = 3.5 * prod(s(1,1)); 

[ thr,nkeep] = wdcbn2(c,s,alpha,m); 

和 对 信号 进行 去 噪 

sorh= s; 

xd = wdencmp( 1vd ,c,s,wname,lev,thr,sorh); 

colormap(pink(nbc)); 

figure(1); 

subplot(2,2,1); 

image(wcodemat(X,nbc)); 

title 36 d& 92; 

subplot(2,2,2); 

image(wcodemat(x,nbc)); 

title eE); 

subplot(2,2,3); 


.138. 小波 理论 与 应 用 


image(wcodemat(xd,nbc)); 
titleC 3H "RE mE; 
输出 结果 如 图 7.5 所 示 。 


200 250 


150 
图 7.5 例 7.3 的 图 像 去 噪 输出 结果 


[ 例 7-4] 给 定 一 个 含 噪声 的 woman. mat 图 像 , 对 小 波 分 解 系数 使 用 系数 wthcoef2 进 
行 盖 值 处 理 , 然 后 利用 阔 值 处 理 后 的 小 波 系数 进行 小 波 重 构 达 到 去 品目 的。 

s 加 载 原始 信和 号 

load woman; 

% prob EHE 

init = 2055615866,;randn( seed ,init); 

x= X+18 x randn(size(X)); 

[c,s] = wavedec2(x,3, sym4'); 

名 设置 尺度 向 量 

n=[1,2,3]; 

s tE N A a E 

p= [150,120,60]; 

% 对 高 频 系 数 进行 阅 值 处 理 

nc =wthcoef2( d ,c,s,n,p, s); 

% 对 新 的 分 解 结构 进行 重 构 

rx = waverec2(nc,s, sym4 ); 

nbc = size(map,1); 

colormap(pink(nbc)); 
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subplot(2,2,1); 
image(wcodemat(X,nbc)); 
titleC 原始 信号 )， 
subplot(2,2.2); 
image(wcodemat(x,nbc)); 
title 4 fi $^); 
subplot(2,2,3); 


image(wcodemat(rx,nbc)); 

titleC 消 噪 后 的 信号 ); 

输出 结果 如 图 7. 6 所 示 。 
原 


Naa 1 
50 100 150 20 
— GA 


图 7.6 例 7.4 的 输出 结果 
7.2 小 波 在 信号 压缩 中 的 应 用 


信和 号 和 图 像 处 理 中 另 一 类 重要 问题 就 是 信号 压缩 的 问题 。 其 基本 目标 就 是 在 不 损失 信 
号 所 携带 的 信息 的 前 提 下 , 尽 可 能 地 减少 用 于 存储 信号 的 开销 。 

小 波 分 析 用 于 信和 号 与 图 像 压缩 是 小 波 分 析 应 用 的 一 个 重要 方面 。 小 波 变换 实现 数据 压缩 
的 基本 目标 是 使 得 信号 在 时 间 - 频 率 域 的 分 解 系数 所 占 的 存储 空间 尽 可 能 小 ,同时 还 要 保证 压 
缩 后 的 系数 能 精确 地 反映 原 信 号 所 携带 的 信息 。 它 的 特点 是 压缩 比 高 ,压缩 速度 快 ,压缩 后 能 
保持 信号 与 图 像 的 特征 不 变 , 且 在 传递 中 可 以 抗 干扰 。 基 于 小 波 分 析 的 压缩 方法 很 多 ,比较 成 
功 的 有 小 波 包 最 优 基 方 法 ,小 波 域 纹理 模型 方法 ,小 波 变换 零 树 压缩 ,小 波 变 换 向 量 压缩 等 。 

信号 的 压缩 是 基于 信号 存在 元 余 这 种 特性 。 多 媒体 数据 中 的 数据 量 并 不 完全 等 于 它们 
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所 携带 的 信息 量 。 宛 余 是 指 信息 存在 的 各 种 性 质 的 多 余 度 。 压 缩 就 是 去 掉 信 息 中 的 元 余 ， 
即 去 掉 确 定 的 信息 (可 推 知 的 ) ,保留 不 确定 的 信息 ,也 就 是 用 一 种 更 接近 信息 本 身 的 描述 来 
代替 原 信 和 号 。 

一 般 情 况 下 ,图像 .视频 .数据 中 存在 的 数据 宛 余 类 型 主要 包括 

CD 空间 宛 余 

在 同一 幅 图 像 中 ,规则 物体 或 规则 背景 的 物理 表面 特性 具有 的 相关 性 ,这 种 相关 性 会 使 它 
们 的 图 像 结构 趋 于 有 序 和 平滑 ,表现 出 空间 数据 的 宛 余 。 邻 近 像 素 灰 度 分 布 的 相关 性 很 强 。 

(2) EICAR 

反映 在 视频 图 像 序列 中 , 相 邻 图 像 之 间 有 较 大 的 相关 性 。 一 帧 图 像 中 的 某 物 或 场景 可 
由 其 他 帧 图 像 中 的 物体 或 场景 重 构 出 来 。 

(3) Jë B NIV 

指数 据 所 携带 的 信息 量 少 于 数据 本 身 而 反映 出 来 的 数据 元 余 。 

(4) 视觉 元 余 

人 类 的 视觉 系统 由 于 受 生 理 特性 的 限制 ,对 于 图 像 的 注意 是 非 均匀 的 ,人 眼 并 不 能 察觉 
图 像 中 的 所 有 变化 。 

(5) 听觉 元 余 

人 了 丁 对 不 同 频率 的 声音 的 敏感 性 是 不 同 的 ,不 能 察觉 所 有 频率 的 变化 ,对 某 些 频率 不 必 
特别 关注 ,因此 存在 听 党 宛 余 。 由 于 声音 的 掩蔽 效应 ,被 掩蔽 信和 号 实际 上 也 是 没有 必要 存储 
或 传输 的 。 

(6) 知识 元 余 

数据 的 理解 与 先 验 知识 有 相当 大 的 关系 。 例 如 , 当 接 到 一 个 成 语 的 前 三 个 字 “ 大 惊 小 ” 
时 ,立刻 就 会 知道 下 一 个 字 肯 定 是 “ 怪 ”, 这 时 最 后 一 个 字母 就 不 携带 任何 信息 量 了 ,只 要 抓 
住 了 它们 的 某 些 特征 就 能 加 以 识别 而 无 须 更 多 的 数据 量 ， 


7.2.1 信号 压缩 的 性 能 度量 


图 像 信号 在 编码 和 传输 过 程 中 会 产生 误差 ,尤其 是 在 迷 压 缩编 码 中 ,产生 的 误差 应 在 允 
许 的 范围 内 。 数 据 压 缩编 码 的 优 劣 主要 由 压缩 比 以 及 从 压缩 后 的 数据 所 恢复 的 图 像 的 质量 
两 个 方面 来 衡量 。 

因此 ,类 似 于 信号 隆 品 ,信号 压缩 也 应 该 从 两 个 方面 来 度量 某 种 算法 的 性 能 , 即 压缩 比 
和 误差 。 在 一 般 情况 下 ,这 两 者 在 本 质 上 是 矛盾 的 ,这 就 需要 我 们 在 其 间 做 权衡 。 除 此 之 
外 ,算法 的 复杂 性 、 延 时 等 也 是 应 当 考 虑 的 因素 。 

d) 压缩 误差 

设 原始 信号 为 六 压缩 后 的 信号 为 f RISE CIR 3E EROS 

ax (fy = inf | £— fI (7. 2.1) 

在 使 用 的 压缩 方法 保留 的 系数 不 超过 N 的 情况 下 ,a 度量 了 该 压缩 算法 的 误差 。 在 

这 个 意义 下 ,通过 ax (了), 的 赛 减速 度 来 定义 压缩 算法 的 性 能 。 如 果 av Cf), 满足 ; 
ayn (f),=O(N- °) 

随 着 N 的 增加 ,av Cf), 以 N 的 多 项 式 的 速度 衰减 ,那么 一 个 算法 如 果 包 含 了 其 他 算 

法 的 a 类 , 则 说 明 前 一 个 算法 较 优 。 
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(2) 平均 码 字 长 度 
Wt 8 为 数字 图 像 中 灰 度 级 d:i 所 对 应 的 码 字 长 度 ( 二 进 制 代 码 的 位 数 ) 。 其 相应 出 现 的 
概率 为 P(d,), 则 该 数字 图 像 所 赋予 的 平均 码 字 长 度 为 


m 


R = >B P (d) (7. 2, 2) 


i=1 


(3) 编码 效率 
x100% (7.2.3) 


其 中 H ERRIA E US 
H—— MPplbPQ) “bit *4 


根据 信息 论 中信 源 编码 理论 ,可 以 证 明 在 RSH 条 件 下 ,总 可 以 设计 出 某 种 无 失真 编 
码 方法 。 当 然 如 果 编 码 结果 使 尺 远 大 于 互 , 表 明 这 种 编码 方法 效率 很 低 , 占用 比特 数 太 多 。 
最 好 编码 结果 使 R 等 于 或 接近 于 及 。 这 种 状态 的 编码 方法 , 称 为 最 佳 编码 。 

(4) 压缩 比 

压缩 比 是 指 编码 前 后 平均 码 长 之 比 , 如 果 用 n 表示 编码 前 每 个 符号 的 平均 码 长 ,通常 为 
用 自然 二 进 制 码 表 示 时 的 位 数 , 则 压缩 比 可 表示 为 


UTR (7. 2.4) 


一 般 来 讲 , 压 缩 比 大 , 则 说 明 被 压缩 掉 的 数据 量 多。 一 个 编码 系统 要 研究 的 问题 是 设法 
减 小 编码 平均 长 度 玉 ,使 编码 效率 REET 1, 而 元 余 度 趋 于 0。 


7.2.2 信号 压缩 的 实现 方法 


在 小 波 变 换 中 ,信号 压缩 可 以 归结 为 在 信号 的 小 波 分 解 域 中 对 小 波 系 数 进行 量化 的 过 程 。 
由 于 量化 的 过 程 可 以 看 做 是 系数 的 内 部 扰动 ,所 以 小 波 域 中 系数 对 扰动 的 稳定 性 是 至 关 重 要 
的 。 对 于 实现 来 讲 , 一 个 首要 的 问题 就 是 用 更 少 的 位 来 存储 小 波 系数 并 尽量 保证 重建 的 质量 。 

为 了 实现 信息 的 分 离 ,减少 存储 或 传输 的 代价 ,压缩 后 用 以 压缩 或 传输 的 数据 应 该 是 小 波 
域 经 过 量化 以 后 的 数据 。 一 种 简单 的 量化 方法 叫做 归 一 化 量化 方法 ,其 基本 思想 是 把 整个 系 
数 的 值 域 分 解 为 不 同 的 区 间 , 各 区 间 所 有 值 出 现 的 概率 之 和 相 辣 , 且 对 每 个 区 间 的 值 用 相同 的 
位 数 加 以 量化 。 

信和 号 压缩 的 具体 流程 如 图 7. 7 Bron. 


b, 
N 


小 波 域 表示 


编码 器 /解码 器 


图 7.7 小 波 变 换 用 于 数据 压缩 的 基本 流程 
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图 中 各 部 分 的 含义 如 下 。 

。 信和 号 f, 被 压缩 的 原始 信号 ,在 小 波 分 解 域 中 是 时 频 一 致 的 ; 

小 波 表示 ,通过 小 波 基 y 作用 得 到 的 信号 f 在 小 波 域 的 分 解 系数 ; 

零 填充 ,去 除 采样 过 程 中 的 时 间 元 余 ,对 采样 率 为 No 的 情况 ,作用 如 下 算式 : 
Cans N=kno 

0 * 其 他 

编码 器 /量化 器 ,对 输入 系数 进行 编码 ,去 除 其 编码 元 余 。 并 根据 需要 进行 量化 ; 


*. 


(Zu, e)a = 


d 
家 
> 
E 


解码 器 ,将 编码 后 的 系数 重新 恢复 到 小 波 表示 域 ,便于 小 波 重建 过 程 ; 
小 波 重建 ,恢复 压缩 后 的 信号 。 


7.2.3 小 波 基 的 选择 


在 选择 小 波 基 进行 信号 压缩 的 过 程 中 ,还 有 一 个 问题 需要 考虑 ,就 是 正 交 小 波 和 双 正 交 小 
波 之 间 的 选择 ,在 前 面 我 们 已 经 讲 过 , 正 交 小 波 除 Haar 小 波 外 都 不 具有 对 称 性 ,那么 对 其 小 波 
系数 的 修改 就 可 能 导致 信号 频谱 产生 偏 移 而 改变 信和 号 的 一 些 固有 性 质 。 

而 双 正 交 小 波 都 可 以 构造 成 为 对 称 的 .具有 线性 相位 的 滤波 器 ,这 样 把 原 信 号 变换 到 小 波 
域 以 后 ,任何 对 系数 的 处 理 都 只 改变 信和 号 的 幅 值 ,而 不 改变 信号 的 频率 分 布 。 

关于 正 交 小 波 和 双 正 交 小 波 在 信号 压缩 中 的 优点 和 不 足 可 以 总 结 如 下 : 

(1) 正 交 小 波 的 各 组 基 之 间 是 相互 正 交 的 ,所 以 小 波 分 解 系数 也 是 独立 的 ,最 大 限度 地 去 
掉 了 信息 元 余 。 但 一 般 不 具有 广义 线性 相位 ; 

(2) 双 正 交 小 波 具 有 线性 相位 滤波 器 ,在 做 变换 的 过 程 中 只 调幅 不 调频 ,能 很 好 地 保持 信 
号 本 身 的 性 质 , 但 小 波 基 存 在 元 余 , 不 完全 正 交 。 

在 实际 的 信号 压缩 标准 中 (如 JPEG2000) ,一 般 采用 支 集 长 度 为 9 或 7 的 双 正 交 小 波 , 从 
视觉 心理 的 观点 看 , 正 交 小 波 在 两 个 通道 (伸缩 和 平移 ) 的 信息 完全 分 离开 来 ,而 双 正 交 小 波 在 
平移 的 通道 间 还 存在 宛 余 , 也 就 是 说 如 果 某 些 信息 损坏 ,还 可 以 通过 其 他 信息 恢复 出 来 ,所 以 
容错 性 比较 好 ,因此 更 适合 实际 的 应 用 。 


7.2.4 MATLAB 小 波 工具 箱 中 信号 压缩 的 实现 


MATLAB 小 波 工具 箱 进行 数据 压缩 基于 的 基本 假设 是 ,在 信号 的 小 波 分 解 系数 中 ,信号 
可 以 用 近似 系数 加 部 分 的 细节 系数 来 表示 ,而 不 会 损失 很 多 信息 。 

在 MATLAB 中 ,信号 压缩 的 实现 步骤 与 信号 降 噪 的 相同 。 

OD 对 原始 信号 进行 小 波 分 解 , 得 到 分 解 系数 ; 

(2) 对 小 波 域 中 的 系数 进行 处 理 , 去 除 信号 中 的 元 余 ; 

(3) 重建 分 解 后 的 系数 ,得 到 压缩 后 的 信号 。 

这 三 个 步骤 中 与 降 噪 过 程 不 同 的 步骤 是 第 二 步 , 在 降 噪 过 程 中 ,是 通过 对 分 解 系数 作用 阔 
值 来 实现 的 ,因为 在 降 品 中 冰 值 的 选取 是 通过 对 噪声 的 估计 来 实现 的 ,而 在 压缩 过 程 中 ,我 们 
可 以 指定 压缩 的 一 些 参数 ,来 获得 需要 的 压缩 比 . 误 差 等 性 能 指标 。 

在 MATLAB 中 ,对 压缩 过 程 的 性 能 度量 有 如 下 几 个 参数 。 

(1) 能 量 剩余 

对 正 交 小 波 : 
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、，_ ,ov 处 理 过 的 小 波 系 数 的 模 平方 
能 量 保留 成 分 二 100% X 原 信号 的 模 平 方 


对 双 正 交 小 波 ,由 于 分 解 系数 之 间 存 在 元 余 , 所 以 我 们 用 能 景 比 来 定义 ， 
ERU Aci BEES RECTA 

(2) 小 波 域 的 模 平 方 比 
这 个 参数 用 来 调节 整个 算法 的 性 能 ,定义 为 

Aviti oon k= 104X EE TETTE 
(3) 零 系数 成 分 
该 系数 用 来 确定 在 作用 阅 值 过 程 中 ,有 多 少 个 系数 被 置 零 ,定义 为 

, TE 0 的 个 
1. 一 维 信和 号 压缩 的 例子 
下 面 是 一 个 一 维 信号 小 波 压缩 的 例子 ,将 以 上 几 个 参数 作为 基础 ,来 说 明 小 波 压 缩 的 
性 能 。 

先 读 入 信号 leleccum 
load leleccum; 
indx = 2600:3100; 
多 取 其 中 一 自信 号 
x= leleccum(indx); 
和 使 用 db3 小 波 对 信号 进行 3 层 小 波 分 解 
n-3;w-'db3; 


[c,1] 7 wavedec(x,n,w); 

% 指定 不 同 的 阔 值 对 系数 进行 处 理 

keepapp = 1; 

thr 1-235; 

[xdi ,cxd, 1xd, perf01 , perf121 | = wdencmp( gbl',c,1,w,n,thrl,'h ,keepapp); 
thr2 - 20; 
[xd2 ,cxd, 1xd , perf02 , per£122 | = wdencmp( gbl',c,1,w,n,thr2, h ,keepapp); 


thr3 = 15; 


[ xd3 ,cxd, 1xd, perf£03 , per£123 | = wdencmp( gbl',c,1,w,n,thr3, h',keepapp) ; 
多 输出 压缩 结果 

subplot(411);plotGO ;title( 原始 信号 ); 
subplot(412);plot(xd1);title(C 不 同 阅 值 下 的 压缩 信号 '); 

xlabel([ fE E $A ,num2str(perf121) , 5€ Ek 4 AX ,num2str(perf01) D 
subplot(413);plot(xd2); 
xlabel(['fb E $8 4&',num2str(perfl22),' 5€ Wü 4) RX ,num2str(perf02) D; 
subplot(414);plot(xd3); 
xlabel([ 能 量 剩余 ,num2str(perfl23), Z RA A X ,num2str(perf03) ]) 


EDI 


` 
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05 100 200 300 300 500 600 
A RAE F WJ E HE S 
600 T T T -r T ] 
e— 
200r ] 
0 1 l 1 上 1 
0 100 200 300 400 500 600 
能 量 剩余 99.954 2 零 成 分 系数 87.015 5 
600——  T—- T. T e 
站 一 全 人 人 一 ] 
200} 
0 L 1 L 上 — 
6 100 200 300 400 500 600 
能 量 剩余 99.960 3 零 成 分 系数 85.852 7 
600 H B i 
400 
200- 
0 L 1 —L l 
0 100 200 300 400 500 600 


RE 5 8| 299.967 7 零 成 分 系数 83.139 5 
(HEA :35.20.15) 
Bl 7.8 使 用 db3 对 lelecuuem fii Z Zr 3I E RHS [7 ERU LEA Es H8 25 32 

从 这 个 例子 我 们 也 可 以 看 出 小 波 变 换 用 于 数据 压缩 的 基本 思想 ,就 是 通过 低 采样 率 的 近 
似 系数 (分 解 层 数 为 了 时 ,其 近似 系数 就 相当 于 在 27 采样 率 下 对 信号 的 采样 值 ), 加 上 少量 我 们 
关心 的 近似 系数 所 组 成 的 ,而 信号 其 他 的 细节 系数 不 是 信号 的 主要 性 质 ,都 通过 作用 阐 值 过 滤 
BU. 

ERAH , 8 BJ E FS REN EE e 88 RT BEOSE FE 16 Ji RE D A E BAI 4638 31, 
"T LURU RIA E BRL RECS BUE Ff 

2. 二 维 信号 压缩 的 例子 

同 降 噪 过 程 的 一 维 到 二 维 的 推广 类 似 ,二 维 信号 的 压缩 同样 也 是 对 三 组 细节 系数 的 阔 值 
化 的 过 程 。 同 样 由 于 二 维 信号 的 关联 包括 三 个 方向 ,所 以 为 了 提高 压缩 性 能 ,需要 在 三 个 方向 
ABER ECT E ER 

下 面 我 们 利用 小 波 变换 的 时 频 局 部 化 特性 , 举 一 个 局 部 压缩 的 例子 ,大 家 可 以 通过 这 个 例 
子 看 出 小 波 变换 应 用 在 这 类 问题 上 的 优越 性 。 

load wbarb; 

[cal ,chl ,cvl ,cdl|= dwt2CX, sym4 °); 

codcal = wcodemat(cal ,192); 

codch1 = wcodemat(ch1 ,192) ; 

codcv1 = wcodemat(cv1,192); 
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codcd1 = wcodemat(cdl ,192) ; 

% 将 四 个 系数 图 像 组 合 为 一 个 图 像 

codx = [codcal ,codchl ;codcv1 ,codcd1 |; 

名 复制 原 图 像 的 小 波 系 数 

rcal = cal; 

rchl = chl; 

revi = cvi; 

rcdl = cdi; 

名 将 一 个 细节 系数 的 中 部 置 0 

rch1(33,97,33,97) = zeros(65 ,65); 

rcv1(33,97,33,97) = zeros(65,65); 

rcd1(33;97,33,97) = zeros(65,65); 

codrcal = wcodemat(rcal,192); 

codrchl = wcodemat(rchl, 192); 

codrcv1 = wcodemat(rcvl,192); 

codrcd1 = wcodemat(rcd1,192); 

% 将 处 理 后 的 系数 图 像 组 合 为 一 个 图 像 

codrx = [codrcal ,codrch1 ;codrcv1 ,codrcd1 J; 

% 重建 处 理 后 的 系数 

rx = idwt2(rcal,rchl,rcvl,rcdl, sym4 °); 

subplot(221); image(wcodemat(X,192)),colormap(map);title( 原始 图 像 ); 
subplot(222) ; image(codx) ,colormap(map) ;title( 一 层 分 解 后 各 层 系 数 图 像 ); 
subplot (223) ; image(wcodemat(rx,192)) ,colormap(map) ;title( 压缩 像 2; 
subplot (224) ; image (wcodemat (codrx, 192)),colormap (map); title Ç 处 理 后 各 层 系 数 

E40; 

% ok He 28 f m tq ë E LA 

per = norm(rx)/norm(X); 

名 求 压缩 信号 与 原 信号 的 标准 差 


err = norm(rx — X); 


err- 

586. 4979 

运行 结果 如 图 7.9 所 示 。 

从 图 7.9 可 以 看 出 ,小 波 域 的 系数 表示 的 是 原 图 像 各 频率 段 的 细节 信息 ,并且 给 我 们 
提供 了 一 种 位 移 相 关 的 信息 表述 方式 ,可 以 通过 对 局 部 细节 系数 的 处 理 来 达到 局 部 压缩 
的 效果 。 
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od 
100 150 200 
处 理 后 各 层 系 数 图 像 


n 


图 7.9 小 波 分 析 用 于 图 像 局 部 压缩 的 例子 


在 本 例 中 ,我 们 把 图 像 中 部 的 细节 系数 都 置 零 ,从 压缩 图 像 中 可 以 很 明显 地 看 出 只 有 中 
间 部 分 变 得 模糊 (比如 在 原 图 中 很 清晰 的 围巾 的 条 纹 不 能 分 辨 ) ,其 他 部 分 的 细节 信息 仍然 
可 以 分 辨 的 很 清楚 。 
本 例 只 是 为 了 演示 小 波 分 析 应 用 在 图 像 局 部 压缩 的 方法 ,在 实际 的 应 用 中 ,可 能 不 会 只 做 
一 层 变 换 , 而 且 作 用 阔 值 的 方式 可 能 也 不 会 是 将 局 部 细节 系数 全 部 清除 ,更 一 般 的 情况 是 在 N 
层 变 换 中 通过 选择 零 系 数 比 例 或 能 量 保留 成 分 作用 不 同 的 阔 值 ,实现 分 片 的 局 部 压缩 。 而 且 ， 
作用 的 阔 值 可 以 是 方向 相关 的 , 即 在 三 个 不 同方 向 的 细节 系数 上 作用 不 同 的 阔 值 。 
由 于 和 阅 值 处 理 只 关心 系数 的 绝对 值 ,并 不 关心 系数 的 位 置 ,所 以 二 维 小 波 变换 系数 的 阐 
值 化 方法 同一 维 情况 大 同 小 蜡 ,为 了 方便 用 户 使 用 小 波 工具 箱 , 对 某 些 阐 值 化 方法 提供 了 专 
门 的 二 维 处 理 命令 。 例 如 阔 值 化 命令 wthcoef2 和 阔 值 确定 命令 wdcbm2。 
下 面 通过 一 个 例子 来 说 明 二 维 信号 的 小 波 压缩 的 一 般 方 法 ,在 这 个 例子 中 同时 采用 求 缺 省 
阅 值 的 ddencmp 命令 和 基于 经 验 公 式 的 wdebm2 命令 对 图 像 进行 压缩 ,并 对 压缩 效果 进行 比较 。 
load detfingr 
名 求 得 颜色 映射 表 的 长 度 , 以 便 后 面 的 转换 
nbc = size(map,1) 
区 用 缺 省 方式 来 求 出 图 像 的 全 局 赋值 
[thr,sorh,keepapp] = ddencmp( cmp , wv ,X) 
多 对 图 像 作用 全 局 阅 值 
[xd,exd,1xd,perf0,perfl2]- wdencmp( gbl',X, bior3.5'/,3,thr,sorh,keepapp) 
多 用 bior3.5 小 波 对 图 像 进行 3 层 分 解 
[c,s] = wavedec2(X,3，bior3.5 ); 
% ## E Brige- Massart # B tb bu # B # 2 
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alpha=1.5;m=2.7 * prod(s(1,;)); 
E ELIS S 32 £ AHT RNE 
[ thr1,nkeep]- wdcbm2(c,s,alpha,m); 
& Xr 8 RE 2 A ë 
[ xd1,cxdl,sxd1,perf0l,perfl21]- wdencmp( lvd',c,s, bior3.5 ,3,thr1,' s); 
SAE e aE A A E E 
colormap(pink(nbc)); 
subplot(221);image(wcodemat(X,nbc));title( 原始 图 像 '); 
subplot(222);image(wcodemat (xd,nbc)); 
titleC 全 局 阅 值 化 压缩 图 像 );xlabel([ 能 量 成 分 ,num2str(perf12)，% , # £ # 
RI ,num2str(perf0), % D; 
subplot(223);image(wcodemat(xdl,nbc)); 
titleC 2 Bi (E 4 k Zi ËL f °) ;x1abe1([” f£ E RA ,num2str(perf121), % , £ & X 
RA .num2str(perf01), & D; 
运行 结果 如 下 : 
thr = 
3.5000 
thrl = 
14.7026 68.4907 93.8430 
14.7026 68.4907 93.8430 
14.7026 68.4907 93.8430 


显示 结果 如 图 7. 10 所 示 。 


100 150 200 250 


AY Ez BR I 4k JE Ati EAR 


100 150 200 250 
能 量 成 分 99.978 8% 零 系数 成 分 56.000 7% 


和 


50 100 150 200 250 | 
能 量 成 分 86.248 1% 等 系数 成 分 93.982 6% 


图 7.10 detfingr EL If] 4 Je Bš 4E. Si ML E (ELLE Fs Ag 
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可 见 分 层 阔 值 化 压缩 方法 同 全 局 阔 值 化 方法 相 比 , 在 能 量 损失 不 是 很 大 的 情况 下 可 以 
获得 更 高 的 压缩 比 , 这 主要 是 因为 层 数 和 方向 相关 的 冰 值 化 方法 能 利用 更 精细 的 细节 信息 
进行 阔 值 化 处 理 。 

7.2.5 基于 小 波 包 变换 的 图 像 压 缩 


由 于 小 波 包 对 信号 进行 了 更 细致 的 频率 划分 ,将 不 同 的 频率 分 量 分 解 到 相应 的 频段 上 ， 
这 些 分 量具 有 不 同 的 频率 特性 ,其 小 波 包 分 解 系数 间 的 关系 也 不 一 样 ,对 每 个 结 点 上 的 分 解 
JR CA E BE HEIL ,将 更 有 利于 保留 有 用 信息 ,舍弃 噪声 点 ,因此 比 直接 小 波 分 解 进行 压缩 
和 采用 统一 的 浆 值 进行 压缩 的 效果 更 好 。 
小 波 包 包含 很 多 基 , 并 且 能 在 一 个 给 定 尺度 提供 一 种 更 好 的 分 析 频 率 成 分 瞬 变 的 方法 。 
这 点 可 通过 对 平滑 与 细节 都 进行 更 进一步 的 滤波 ,结果 先 保存 下 来 ,然后 按 某 种 代价 函数 寻 
求 最 优 基 来 实现 。 
& x A ë detfingr; 
load detfingr; 
uS LE 5| K JE 
nbc = size(map,1); 
当 得 到 信号 的 阀 值 ,保留 蝴 数 ,小 波 树 优 化 标准 
[thr,sorh,keepapp,crit]- ddencmp( cmp , wp ,X) 
thr = 
3.5000 
sorh = 
h 
keepa PP = 
1 
cerit = 
threshold 
多 通过 以 上 得 到 的 参数 对 信号 进行 压缩 
[ xd, treed, perf0,perfl2]- wpdencmp(X,sorh,4，sym4 ,crit,thr x 2,keepapp); 
% EKRI X pink 索引 表 
colormap(pink(nbc)); 
subplot(121);image(wcodemat(X,nbc));title( Jë 3 El f$ ); 
subplot(122); image(wcodemat(xd,nbc)) ;title( 4 Ej jj 4e fv, Ex 8 VE os 
xlabel([ && E X 4^ ,num2str(perfl2), * , ZAARA ,num2str(perf0), % D; 
plot(treed); 
运行 结果 如 下 : 
thr = 
3.5000 


sorh = 
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keepapp = 
1 
crit- 
threshold 
得 到 的 压缩 结果 如 图 7. 11 所 示 。 


SO 100 150 200 250 
能 量 成 分 929.810 4%， 零 系数 成 分 71.196 596 


(a) 原始 图 像 (b) £ RAWEKE RER 


(0,0) 


(1,0) (1,1) (1,2) (1,3 


(2,0) Q,1)(2,2)(2,3) (2,4) 2,53) 0,60 2,7) (2,8) (2,9) (2,10)(2,11) 


(c) 小 波 包 分 解 (d) (2，0) 节 点 图 


图 7.11 使 用 小 波 包 压缩 detfingr 信号 的 结果 
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7.3 小 波 信号 奇异 性 检测 与 图 像 边 缘 检 测 


信号 中 的 奇异 点 及 不 规则 的 突变 部 分 经 常 带 有 比较 重要 的 信息 , 它 是 信和 号 重要 的 特征 
之 一 。 比 如 ,在 故障 诊断 (特别 是 机 械 故 障 诊断 ) 中 ,故障 通常 表现 为 输出 信号 发 生 突 变 。 对 
图 像 信 号 而 言 ,剧烈 变化 的 部 分 如 边缘 和 轮廓 携带 了 重要 的 特征 信息 ,所 以 对 它们 的 检测 在 
图 像 数 据 压缩 、 模 式 识别 和 机 器 视觉 等 领域 都 有 着 非常 重要 的 意义 。 长 期 以 来 , 传 里 叶 变换 
是 研究 函数 奇异 性 的 主要 工具 ,其 方法 是 研究 函数 在 傅 里 叶 变换 域 的 训 减 以 推断 函数 是 否 
具有 奇异 性 及 奇异 性 的 大 小 。 但 傅 里 叶 变 换 缺 乏 空间 局 部 性 , 它 只 能 确定 一 个 函数 奇异 性 
的 整体 性 质 ,而 难以 确定 奇异 点 在 空间 的 位 置 及 分 布 情 况 。 由 于 小 波 变换 具有 空间 局 部 化 
性 质 ,因此 ,利用 小 波 变换 来 分 析 信 和 号 的 奇异 性 以 及 奇异 性 的 位 置 和 奇异 度 的 大 小 将 更 加 
有 效 。 

Lipschitz 指数 被 用 来 定量 描述 水 数 的 奇异 性 。 当 尺度 越 来 越 精细 时 ,小 波 变 换 模 的 极 
大 值 将 收敛 于 信和 号 的 奇异 点 ,其 衰减 速度 取决 于 信号 在 奇异 点 的 Lipschitz 指数 。 所 以 , 利 
用 小 波 变换 检测 信号 的 奇异 性 ,不 仅 可 以 确定 奇异 发 生 的 时 间 , 而 且 可 以 进一步 判断 奇异 的 


7.3.1 Lipschitz 指数 与 奇异 性 


定义 7.3.1 令 0<a<1 ,如 存在 一 个 常数 C ,使 
V:C€CR,|/fG)— ft) |C] +]: (7.3.1) 
成 立 , 则 称 SOTER to 是 Lipschitza BJ, SIDE SPARE to Efa,6b] 和 一 个 与 fo 无关 的 常数 C, 
使 得 式 (7. 3. 1) 成 立 , 则 称 SO ERA [ab] Æ Lipschitz e Wo a 的 上 界 值 称 为 
Lipschitz 奇 异性 。 
不 难 理解 ,如 果 f(z) 在 点 4 可 微 , 则 其 Lipschitz 指数 至 少 为 1。 粗略 地 说 ,如 a — 1, DI 


式 (7. 3. 1) 可 改写 为 | FOTE | <C, 当 ch ins 时 ,不 等 式 的 左面 实际 上 就 是 JOE 


点 的 一 阶 导数 六 (四, 取 C | f' G) | WRT. 3.1) 成 立 。 

如 果 fOD EA t 不 连续 但 在 to 的 邻 域 有 界 ,或 者 说 它 在 6 AARRE, MH Lipschitz 
指数 为 0。 当 a=0 时, 式 (7. 3.1) 成 为 | f(D) 一 f(to) | 三 C, 左 面 最 多 等 于 fCtO E to SA BJ EK 
度 , 取 C 等 于 或 大 于 牙 度 , 则 式 (7. 3. 1) 成 立 。 

还 可 以 将 Lipschitz 指数 推广 到 为 负数 的 情况 :如 果 了 (的 原 函 数 在 6 点 的 Lipschitz 
指数 为 w, 则 Fo 在 该 点 的 Lipschitz 指数 为 a 一 1。 例 如 6(z 一 to) 的 原 函 数 为 一 单位 价 跃 , 它 
在 的 Lipschitz 指数 为 0, 故 8(t 一 to) 在 点 的 Lipschitz 指数 为 一 1。 现 在 可 以 清楚 地 看 
到 ,Lipschitz 指数 确实 能 在 更 一 般 的 意义 下 定量 地 描述 函数 的 奇异 性 。 

在 利用 小 波 分 析 这 种 局 部 奇异 性 时 ,小 波 系数 取决 于 7(2) 在 如 点 的 邻 域内 的 特性 及 小 
波 变换 所 选取 的 尺度 。 

在 小 波 变换 中 ,局 部 奇异 性 可 定义 如 下 。 

定义 7,3,2 WE fO € L' ORO GE f OO NE V £C G64; 小 波 y(t) 是 实 泡 数 且 连续 可 微 ,并 
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RA n EIS AB (n 为 正 整 数 ) ,有 : 
[IWT,G.D|s«Ks KK 为 常数 

则 称 a 为 zo 点 的 奇异 性 指数 (也 称 Lipschitz 指数 ) 。 

定义 7.3.3 对 ViE64, 有 |WTjGs,t) | sc | WT, Gt) | BER t 为 小 波 变换 在 尺度 s 
下 的 局 部 极 值 点 。 

从 以 上 分 析 可 以 看 出 , 随 着 尺度 越 来 越 精细 ,小 波 变换 模 将 呈 指 数 衰减 ,Lipschits 指数 
越 大 , 衰减 越 快 。 这 样 , 就 可 以 由 小 波 变换 模 的 衰减 速度 来 度量 Lipschitz 指数 。 

通常 情况 下 ,信号 奇异 值 分 两 种 情况 :一 种 是 信号 在 某 一 时 刻 ,其 幅 值 发 生 突变 ,引起 信 
号 的 非 连续 , 幅 值 突变 处 称 为 第 一 种 类 型 的 间断 点 ; 另 一 种 是 信号 外 观 上 很 光滑 , 幅 值 没有 
突变 ,但 是 信和 号 的 一 阶 导数 有 突变 发 生 , 一 阶 导 数 不 连 续 , 称 为 第 二 种 类 型 的 间断 点 。 


7.3.2 检测 第 一 种 类 型 的 间断 点 


本 节 给 出 一 个 例子 ,介绍 利用 小 波 分 析 来 检测 第 一 类 间断 点 情况 下 ,信号 幅 值 变化 的 准 
确 时 间 , 即 间断 点 的 准确 位 置 。 本 例 中 ,信号 的 不 连续 是 由 于 低频 特征 的 正弦 信和 号 在 后 半 部 
分 中 ,突然 有 中 高 频 特 征 的 正弦 信号 加 入 引起 的 。 分 析 的 目的 是 将 中 高 频 特 征 的 正弦 信和 号 
加 入 的 时 间 点 检测 出 来 。 | 

[ 例 7-5] 对 一 个 给 定 的 含有 突变 点 的 信和 号 (信号 的 文件 名 为 freqbrk. mat ,利用 小 波 
分 析 对 信号 发 生 突变 点 的 时 刻 进行 检测 。 | 

解 : 该 问题 的 处 理 可 按 如 下 程序 进行 。 

load fregbrk; 多 装 入 要 分 析 的 信号 

s = freqbrk; 

ls = length(s) 

[c,1] = wavedec(s,6, db5); 名 用 db5 小 波 分 解 信和 号 到 第 6 E 

subplot(8,1,1); 

plot(s);title( 用 db5 小 波 分 解 六 层 : s=a6+d6+d5+d4+d3+d2+d1); 

ylabel( s’); 

对 分 解 结构 [c,1] 的 第 6 层 低频 部 分 进行 重 构 

a6 = wrcoef(a ,c,1, db5/,6); 

subplot(8,1,2);plot(a6); 

Ylabel(/a6/); 

6 对 分 解 结 构 [c,1] 中 的 各 层 高 频 部 分 进行 重 构 

for i=1:6 

decmp = wrcoef( d ,c,1, db5’ ,7 — i); 

subplot(8,1,i +2); 

plot(decmp); 

ylabel(['d',num2str(7— i) D; 

end 


输出 结果 (如 图 7. 12 所 示 ) 。 
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用 db5 小 波 分 解 六 层 : s=a6+d6+d5S+d4+d3+d2+d1 
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图 7.12 利用 小 波 分 析 检 测 信号 突变 点 


可 以 看 到 ,在 该 信号 的 小 波 分 解 中 ,第 一 层 (D1) 和 第 二 层 (D2) 的 高 频 部 分 将 信和 号 的 不 
连续 点 显示 得 相当 明显 ,因为 信号 的 断裂 部 分 包含 的 是 高 频 部 分 。 这 里 需要 说 明 的 是 ,如 果 
我 们 只 想 辩 别 出 信 号 的 不 连续 点 ,用 dbl 小 波 比 db5 小 波 效 果 更 好 。 由 上 图 可 以 看 出 ,信和 号 
不 连续 点 的 时 域 定位 非常 精确 ,该 点 在 时 域 中 (zsz500) 一 个 非常 小 的 范围 内 。 这 种 情况 一 
般 是 在 小 波 分 解 的 第 一 层 和 第 二 层 高 频 中 进行 判断 。 

这 个 例子 很 好 地 说 明了 小 波 分 析 比 传统 的 傅 里 时 分 析 有 更 大 的 优越 性 。 如 果 这 种 信和 号 
用 传 里 时 分 析 方 法 进行 ,我 们 在 频 域 中 是 无 法 检测 出 信号 在 时 域 中 的 突变 点 的 ,而 在 小 波 分 
析 中 ,这 种 突变 点 的 特征 就 表现 得 相当 明显 。 

在 信号 处 理 中 ,信号 中 含有 噪声 是 一 种 相当 普遍 的 情况 ,而 噪声 的 存在 增加 了 辨别 不 连 
续 点 的 复杂 性 。 一 般 来 说 ,如 果 信 号 用 小 波 分 解 的 第 一 层 能 够 估计 出 噪声 的 大 体位 置 , 则 信 
号 的 断 异 点 (频率 变化 点 ) 就 能 够 在 小 波 分 解 的 更 深 的 层次 上 显示 出 来 。 

下 面 分 别 用 健 里 叶 变 换 和 dbl 小 波 变换 实现 对 信和 号 的 频 域 分 析 , 从 比较 中 可 以 看 出 傅 里 
叶 变 换 在 处 理 时 域 上 有 突变 的 信号 时 的 不 足 , 以 及 用 不 同 的 小 波 变 换 对 信号 分 析 的 差别 。 

程序 清单 : 

sfa S ELE: 

load freqbrk; 多 装 入 要 分 析 的 信号 

s= fregbrk; 

ls = length(s) 
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subplot(6,1,1); 

plot(s);titleC 原始 信号 的 时 域 图 '); 

多 对 信号 S 进行 FFT 变换 

fs- fft(s,1024); 多 在 S 信 号 中 取 1024 个 点 ,倘若 S 中 不 够 长 ,后 面 补 零 
fs = abs(fs); 当 将 FET 后 的 复数 用 ABS 求 模 的 大 小 ,返回 的 值 是 复数 的 模 
subplot(6,1,2);plot(fs); 

Ylabel( FFT );grid; 

外 信和 号 用 dol 小 波 分 解 到 第 三 层 后 的 频 域 特性 

[c,1]=wavedec(s,3, db1 );% 用 dbl 小 波 分 解 信 号 到 第 三 层 

对 分 解 结构 Lc,1] 的 第 三 层 低频 部 分 进行 重 构 

a3 = wrcoef (C a/,c,1, dbl1 ,3); 

subplot(6,1,3);plot(a3);ylabel(/a3 ); 

% 对 分 解 结 构 [c,1] 中 的 各 层 高 频 部 分 进行 重 构 

for i=1:3 

decmp = wrcoef (d ,c,1, db3',4-— i); 

subplot(6,1,i +3); 

plot(decmp); 

ylabel([ d ,int2str(4 - i) D; 

end 


输出 结果 如 图 7. 13 Bros. 
原始 信号 的 时 域 图 
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图 7.13 分 别 用 傅 里 叶 变 换 和 dbl 小 波 变 换 实现 对 信和 号 的 频 域 分 析 
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在 图 中 可 以 看 出 ,由 于 健 里 叶 变 换 将 信号 变换 成 纯 频 域 中 的 信号 ,使 它 不 具有 时 间 分 辨 
的 能 力 , 故 对 信号 在 时 域 中 的 突变 点 根本 无 法 检测 出 来 。 而 dbl 小 波 分 解 后 的 信号 , 则 可 以 
很 明显 地 辨别 出 该 断裂 点 。 

[807-6] ” 某 一 正在 工作 的 系统 ,其 正常 工作 时 ,输出 点 的 信号 应 为 一 蠕 变 信号 , 当 系 
统 出 现 故障 时 ,输出 信和 号 将 会 出 现 一 突变 信号 (主要 表现 在 幅 值 和 频率 的 突变 )。 现 给 出 该 
系统 从 正常 到 出 现 故 障 的 一 采样 序列 ,请 利用 小 波 分 析 方 法 分 析 故 障 出 现 的 时 间 点 。 

解 :该 问题 是 一 个 检测 突变 点 (或 不 连续 点 ) 的 问题 ,利用 小 波 分 析 可 以 精确 地 检测 出 
信和 号 突变 的 时 间 点 。 一 般 方法 是 :对 信和 号 进行 多 尺度 分 析 ,在 信号 出 现 罕 变 时 ,其 小 波 变 
换 后 的 系数 具有 模 量 极 大 值 ,因而 可 以 通过 对 模 量 极 大 值 点 的 检测 来 确定 故障 发 生 的 时 


I8] o 
程序 清单 ， 
t=0 pi/125;4 x pi 
sl = sin(t); 名 设置 一 正常 信和 号 
827 sin(10* €); SOLE — KE ROLE AURA RUE 
83 = sin(t); 当 设 置 一 正常 信号 
s=[s1,s2,s3]; 当 整 个 信和 号 


subplot(421);plot(s); 

titleC 原始 信号 ); 

ylabel( s); 

[c,1] = wavedec(s,6, db3 ); 旬 采用 db3 小 波 并 对 信号 进行 六 层 分 解 

apemp = wrcoef( a ,c,1，db3 ,6); 

subplot(422);plot(apcmp); 

ylabel( ca6 °); 

fori=1 ,;6 

decm P =wrcoef( d ,c,1, db3 ,7 — i); 

subplot(4,2,i +2); 

plot(decmp); 

ylabel(['d',num2str(7 - i) D; 

end 

输出 结果 如 图 7. 14 所 示 。 

从 上 图 的 小 波 分 解 的 层 系数 可 以 明显 看 出 ,在 0500 时 ,系统 工作 出 现 了 异常 情况 ,在 
t=1 000 时 ,系统 工作 又 恢复 了 正常 。 
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图 7.14 利用 小 波 分 析 方法 分 析 故 障 出 现 的 时 间 点 


7.3.3 检测 第 二 种 类 型 的 间断 点 


[ 例 7-7] 对 某 一 给 定 的 信号 , 它 是 由 两 个 独立 的 满足 指数 方程 的 信号 连接 起 来 的 ,请 
利用 小 波 分 析 来 检测 出 第 二 类 间断 点 的 准确 位 置 。 

解 :这 个 例子 中 的 信号 ,在 外 观 上 是 很 光滑 的 曲线 ,但 是 该 信号 具有 一 阶 微分 且 突 变 。 
分 析 的 目的 是 将 第 二 类 间断 点 寻找 出 来 。 

程序 清单 : 


t=1:0.01:2; 


sl = exp(t); 

s2 = exp(4* t); 

s-[s1,s2]; 多 设置 由 不 同 指数 函数 组 成 的 信和 号 
subplot(6,1,1);plot(s);title( 原始 信号 7) 

ds = diff(s); 多 计算 信和 号 的 一 阶 微分 

多 显示 信和 号 的 一 阶 微分 结果 

subplot(6,1,2);plot(ds); 

ylabel( s 微分 ); 

[c,1] = wavedec(s,2, dbl; % X Jl dbl 小 波 分 解 信 号 到 第 2 E 
& 对 分 解 结构 [c,1] 的 第 2 层 低频 部 分 进行 重 构 
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a2 = wrcoef ( à/ ,c,1, db1 ,2); 
% 显示 重 构 结果 
subplot(6,1,3);plot(a2); 
ylabel('a2 ); 

名 对 分 解 结构 [c,1] 中 的 各 层 高 频 部 分 进行 重 构 并 显示 结果 
d2 = wrcoef(’d’ ,c,1, dbl’ ,2); 
subplot(614);plot(d2); 
ylabel( d2 ) ; 

dl =wrcoef( d ,c,1, dbl ,1); 
subplot(615);plot(d1); 
ylabel(/d1^; 

输出 结果 如 图 7.15 所 示 。 


原 = 
4000 始 信号 —T—— T—————- 
2 2 — 
0 L 
50 100 150 200 250 
200 — — 
R 
& 100 
06 50 100 150 200 250 
4 000 | ' 
Q 2000 | 
06 30 100 150 200 250 


d2 
= 


200 T T T T 
i 10 
1007 
-1000 200 
图 7. 15 “利用 小 波 分 析 来 检测 出 第 二 类 间断 点 

可 以 看 到 ,该 信号 的 一 阶 微分 曲线 在 :一 100 点 处 ,有 明显 的 不 连续 。 将 该 信号 进行 小 
波 分 解 后 ,第 1 层 的 高 频 部 分 dl 将 信号 的 不 连续 点 显示 得 相当 明显 ,由 图 7. 15 可 以 看 出 ， 
利用 小 波 分 析 进行 信号 的 不 连续 点 的 定位 非常 精确 。 像 这 种 间断 点 的 定位 ,一 般 来 说 ,是 在 
小 波 分 解 的 第 1 层 和 第 2 层 高 频 部 分 中 进行 判断 的 。 

需要 注意 的 是 ,在 选择 小 波 的 过 程 中 ,正则 性 是 一 条 很 重要 的 规则 ,在 这 里 我 们 选择 的 


是 dbl 小 波 , 这 种 小 波 正则 性 很 好 ,如 果 选 择 db4 小 波 , 会 发 现在 :一 100 点 处 ,高 频 部 分 的 
值 几 乎 为 0, 检 测 不 出 信号 的 不 连续 点 (第 二 类 间断 点 ) 。 


7.3.4 图 像 多 尺度 边缘 检测 


物体 的 边缘 表现 为 图 像 局 部 特性 的 不 连续 性 ,如 灰 度 值 的 突变 .颜色 的 突变 。 边 缘 常 常 
意味 着 一 个 区 域 的 终结 和 男 一 个 区 域 的 开始 。 图 像 边缘 信息 在 图 像 分 析 和 人 的 视觉 中 都 是 


dl 


250 
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十 分 重要 的 ,是 图 像 识 别 中 提取 图 像 特 征 的 一 个 重要 属性 。 图 像 边 缘 有 幅度 和 方向 两 个 特 
性 。 通 常 ,沿边 缘 走 向 的 幅度 变化 平缓 ,垂直 于 边缘 走向 的 幅度 变化 剧烈 。 此 外 , 因 物 体 大 
小 不 一 ,它们 的 边缘 也 有 不 同 的 尺度 。Canny 边缘 检测 等 价 于 在 二 维 二 进 小 波 变换 下 检测 
模 极 大 值 ,边缘 点 的 Lipschitz 正则 性 取决 于 尺度 细 化 过 程 中 模 极 大 值 的 衰减 速度 。 
二 维 二 进 小 波 变 换 
在 二 维 情 况 下 ,Canny 边缘 检测 算法 通过 计算 图 像 信号 f(z,y) 的 梯度 矢量 


v /= (35.27) (7.3.2) 
HR Je BEC [ELE S 6 PL 212 B or E. BS HE 2 Er BJ mih T ERR JK RE 18 26 RD BJ 


方向 。 
为 了 计算 图 像 信号 的 两 个 偏 导数 ,需要 两 个 有 方向 性 的 二 维 小 波 , 它 们 分 别 是 二 维 平滑 
PR C 0(z,y) 的 偏 导数 


— 90r, y) 


dé Cx.y)— ——— Gy )—— ay (7. 3, 3) 
在 x-y 平面 的 积分 为 LEA OI AERA. 
A 
x 
Jj (z,y)=2 yp (2 ix 2 Iy), G0, y) —2 739? (27?) x ,27 y) (7. 3.4) 
并 定义 小 波 变换 的 两 个 分 量 
W*f( TED Gur wy) — f x fx. y) 
WS Ci, y) =u) Pur 0 =f J£ Gr y) (7. 3. 5) 
其 中 ， 
Ji G3) Co x3) di G3) Cz, — y) (7.3.6) 
任意 f€ 三 (CR ) 的 二 进 小 波 变换 均 定 义 为 如 下 函数 族 
W f (2: Zy) 一 (WF x, y2 „WFC ,z, y) bez (7. 3. 7) 


为 确保 二 进 小 波 变换 的 完备 性 和 稳定 性 ,必须 满足 如 下 充分 必要 条 件 :存在 两 个 正 数 A 
和 B, 对 VY Co. 0,2 € R^ — ((0,0) M ft 
A< Y |F Gio, 2/0 |? + |? ww) < B (7.3. 8) 


j= 一 oo 


其 中 ,好 Ap 分 别 表 示 y* 和 y; HOEREER., WERO. 3. DH p RAL 
小 波 , 对 二 进 小 波 存在 重 构 小 波 { 闫 og) ,它们 的 傅 里 叶 变 换 满足 


D IF (Qo, Zo Y Co, lw H Qiws w D (2, ,2w,)]= 1 


一 一 co 


(7.3.9) 
因而 
flay) = B2 [W° f (2: ,z,y) * ji ry) AWF xy) * ji 32] 


JJ 一 一 co 


(7. 3. 10) 
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2. 尺度 边缘 检测 
与 一 维 情况 类 似 , 由 于 (多 , 巡 } 是 平滑 函数 0(z,y) 的 1 阶 偏 导 数 , 所 以 二 维 二 进 小 波 变 
换 的 两 个 分 量 等 价 于 信号 f(z,y) 被 平滑 后 的 梯度 矢量 的 两 个 分 量 , 即 


9 d 
3: * 0,9 Cr, y) 


L9 


WY” (2, , ) j p 
| fO xy =2 V (fx DG.) (7.3.11) 


W* f (2: (X (y? 


à c 
as 8G») 
梯度 矢量 V (fx 0,0 (zx,y) 的 模 正比 于 


Mf(Qi,x, y) V [W*fX2/ ,z,y) 2 | Wf ,zy | (7. 3. 12) 
而 梯度 矢量 与 水 平方 向 的 夹 角 为 
: ' alz y), W'f(25,x,y)220 
Af(Q ,zyy) 一 l 7.3.13 
f iir Ju M W*f(2,.r,y)20 f í 


其 中 ， 


wie) (7.4. 14) 


W*f( ry 
用 二 进 小 波 变 换 实 现 多 尺度 边缘 检测 就 是 寻找 Mf OP ,x,y) 的 局 部 极 大 值 ,Af(2;,z,y) 指 
明了 边缘 的 方向 。 除 确定 边缘 的 位 置 和 方向 外 ,还 可 以 用 小 波 变换 的 衰减 速度 判断 边缘 的 
奇异 性 。 对 Lipschitz 指数 0<a 志 1, 如 存在 常数 A 二 0, 对 所 有 的 (zx,y) ER ,使 得 
[flrz,y)— f Go yo) | SAC] xx |* +] y— yo [227 (7.3.15) 
JUL ER EZ 了 在 (ze s yo) A Lipschitz we。 如 对 区 域 C(zo,y) 内 的 所 有 点 ,都 存在 A 汪 >0, 使 式 
(7. 3.15) 成 立 , 则 称 函 数 f 在 Q 内 一 致 Lipschitz a。 与 一 维 情况 类 似 , 可 以 证 明 ; 当 且 仅 当 
存在 A>0, 对 所 有 尺度 Z/ 及 区 域 O 内 的 所 有 点 ,使 得 
[MF x. y) | A2 (7.3.16) 


alx, y)=tan ! ( 


则 f Æ Q 内 -一 致 Lipschitza。 
[ 例 7-8] 利用 canny 算 子 检测 图 像 边 缘 。 
I= imread( d; Mena. bmp’); 
BW1 = edge(I, canny ,0.1); % 4] Bl canny 算 子 检测 图 像 边 缘 
figure,imshow(BW1); 
运行 结果 如 图 7. 16 所 示 。 


(a)Lena 图 像 | (byLena 的 边缘 


图 7.16 利用 canny 算 子 检测 图 像 边缘 
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7.4 小波 在 数字 水 印 技术 中 的 应 用 


7.4.1 数字 水 印 技术 的 概念 


数字 水 印 技术 (Digital Watermarking) 是 信息 安全 领域 研究 的 重要 方向 ,弥补 了 传统 加 
密 技术 的 不 足 , 为 数字 媒体 的 版 权 保 护 和 合法 使 用 提供 了 一 种 新 的 解决 思路 。 数 字 水 印 技 
术 是 指 利用 媒体 中 存在 的 视觉 /听觉 元 余 , 利 用 信号 编码 、 密 码 学 ,调制 ,数据 融合 和 数字 信 
号 处 理 等 数据 处 理 方法 ,将 数字 水 印 幅 入 到 数字 媒体 中 ,成 为 原始 媒体 不 可 分 离 的 一 部 分 ， 
并 且 在 需要 时 可 以 检测 或 提取 出 所 嵌 人 数字 水 印 的 一 种 数据 处 理 技术 。 数 字 水 印 技术 为 数 
字 媒 体 在 版 权 保 护 . 认 证 , 防 复制 . 防 纂 改 , 保 障 数据 安全 和 完整 性 等 方面 提供 了 有 效 的 技术 
手段 。 

数字 水 印 主要 有 以 下 特性 ， 

CD 知觉 不 可 见 性 。 也 称 知觉 透明 性 。 一 方面 是 指 谋 入 的 水 印 在 知觉 (视觉 /听觉 ) 上 
是 透明 的 或 不 可 感知 的 , 即 它 的 存在 不 会 使 嵌 有 水 印 的 数字 媒体 质量 在 知觉 (视觉 /听觉 ) 上 
发 生变 化 ; 另 一 方面 是 指 不 能 用 统计 的 方法 从 嵌 有 水 印 的 数字 媒体 中 恢复 出 水 印 。 

(2) 和 鲁 棒 性 。 也 称 水 印 稳健 性 ,是 指 柑 人 到 数字 媒体 中 的 水 印 在 水 印 媒体 经 过 有 意 或 
无 意 处 理 后 仍 能 保持 完整 或 能 被 鉴别 的 特性 。 对 图 像 而 言 ,可 能 的 处 理 包 括 图 像 有 损 压 缩 、 
滤波 .前 切 .A/D 变换 和 D/A 变换 、 重 采样 .加 噪声 ,几何 变换 等 。 鲁 棒 性 要 求 任何 消除 或 
破坏 水 印 的 操作 也 同时 会 使 加 入 水 印 的 媒体 失去 使 用 价值 。 

(3) 安全 性 。 一 方面 是 指 水 印 嵌 人 算法 的 安全 性 , 即 任何 非 授权 用 户 既 不 能 读 取 水 印 ， 
也 不 能 检测 到 媒体 中 的 水 印 的 存在 ; 另 一 方面 是 指 水 印信 息 安 全 性 , 即 水 印信 息 必须 是 秘密 
的 ,并 且 水 印信 息 应 该 是 在 统计 上 不 可 破译 的 。 

(4) 不 可 逆 性 。 是 指 水 印 方案 应 该 是 不 可 逆 的 , 即 攻击 者 不 能 根据 带 有 水 印 的 媒体 伪 
造 一 个 原始 媒体 和 原始 水 印 , 以 避免 出 现 被 保护 的 数字 产品 所 有 权 归 属 无 法 区 分 的 现象 , 即 
避免 被 保护 的 数字 产品 发 生 所 有 权 归 属 纠纷 。 

(5) 可 验证 性 。 也 称 可 证 明 性 ,是 指 咎 人 的 水 印 可 以 为 受到 版 入 保护 的 数字 产品 的 归 
属 提供 完全 可 靠 的 证 据 , 即 通过 水 印 算法 散人 到 被 保护 数据 中 的 版 权 信 息 应 该 能 在 需要 的 
时 候 被 提取 出 来 或 被 检测 到 ,并 且 能 被 有 效 地 验证 。 

(6) 密 钥 唯一 性。 是 指 水 印 的 产生 应 该 依赖 于 产生 水 印 的 密 钥 ,不 同 的 密 钥 能 产生 不 
同 的 .统计 上 独立 的 水 印信 号。 

(7) 可 理解 性 。 也 称 水 印 可 读 性 , 蚌 指 水 印 应 包含 一 定 的 信息 量 以 满足 不 同 应 用 的 
要 求 。 

(8) 水 印 容量 。 是 指数 字 水 印 所 包含 的 数据 量 大 小 ,通常 以 比特 (bit) 为 单位 进行 衡量 。 


7.4.2 数字 水 印 的 基本 原理 


大 多 数 的 数字 水 印 算法 都 很 类 似 , 主 要 包括 数字 水 印 的 般 人 和 提取 两 部 分 。 
数字 水 印 的 戏 和 人 过程 就 是 将 数字 水 印信 和 号 套 加 或 自 适 应 地 车 加 到 图 像 的 灰 度 (亮度 ) 或 
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者 色彩 上 ,其 过 程 可 以 发 生 在 空间 域 或 者 变换 域 上 ,如 图 7.17 Bros. 
数字 水 印信 号 


原始 载体 信息 水 印 化 信息 


私 钥 / 公 钾 
图 7.17 数字 水 印 的 戏 人 过 程 


系统 的 输入 是 数字 水 印 、 被 保护 的 原始 载体 数据 和 一 个 可 选 的 公 钥 或 私 铀 。 水 印信 和 号 
可 由 多 种 模型 构成 ,例如 随机 数字 序列 、 数 字 标识 .文本 以 及 图 像 等 都 可 以 作为 数字 水 印 。 
通常 要 将 数字 水 印 算法 与 加 密 / 解 密 算 法 相 结合 。 密 钥 可 以 用 来 加 强 安全 性 ,加 密 过 程 中 可 
以 使 用 一 个 密 钥 ,也 可 以 是 几 个 密 铀 的 组 合 。 这 样 ,即使 非 授 权 用 户 可 以 提取 出 水 印 , 但 是 
在 没有 密 钥 的 情况 下 ,也 无 法 读 出 水 印信 息 , 从 而 可 以 为 原始 载体 提供 双 层 的 保护 。 当 水 印 
与 私 铀 或 公 钥 结合 时 ,嵌入 水 印 的 技术 通常 分 别称 为 秘密 水 印 技 术 和 公开 水 印 技术 。 

图 7. 18 描述 了 一 般 的 数字 水 印 提取 和 和 检测 过 程 。 


数字 水 印 和 (或 ) 原 始 载 体 信息 
数学 水 印 提取 
和 检测 算法 


图 7.18 数字 水 印 的 提取 和 检测 过 程 


该 系统 的 输入 是 待 检测 媒体 信息 、 私 钥 或 公 钥 ,以 及 原始 水 印 和 (或 ) 原 始 载体 信息 。 输 
出 的 是 提取 出 的 水 印信 号 ,或 某 种 可 信和 度 的 值 , 它 表明 了 所 考察 的 待 检测 媒体 信息 中 存在 给 
和 定 水 印 的 可 能 性 。 通 常 利用 信号 的 相关 性 实现 水 印 的 提取 ,如 相关 接收 器 或 匹配 过 滤器 等 。 
在 水 印 验证 过 程 中 ,通过 计算 检测 到 的 水 印信 号 与 已 知 水 印信 号 的 相似 度 , 可 以 判断 数据 中 
是 否 含有 已 知 的 水 印信 号 。 


7.4.3 数字 水 印 的 分 类 


从 不 同 的 角度 出 发 ,对 数字 水 印 有 不 同 的 分 类 方法 ,常见 的 有 如 下 几 种 : 

(1) 按 水 印 所 附 载 的 媒体 分 类 ,可 以 将 数字 水 印 划分 为 图 像 水 印 .音频 水 印 、. 视 频 水 印 、 
文本 水 印 以 及 用 于 三 维 网 格 模型 的 网 格 水 印 等 。 

(2) 按 水 印 的 特性 分 类 ,可 以 将 数字 水 印 分 为 鲁 棒 数字 水 印 和 脆弱 数字 水 印 。 重 棒 数 
字 水 印 主要 用 于 解决 在 数字 作品 中 标识 著作 权 信 息 问题 ,例如 作者 名 称 、 作 者 序号 等 , 它 要 
求 戏 人 的 水 印 能 够 抵抗 各 种 有 意 或 无 意 的 攻击 ;脆弱 水 印 主 要 用 于 完整 性 保护 ,要 求 对 信号 
的 改动 敏感 ,人 们 根据 脆弱 水 印 的 状态 可 以 判断 数据 是 否 被 自 改 过 。 

(3) 按 水 印 的 主观 形式 分 类 ,可 将 数字 水 印 分 为 可 觉察 数字 水 印 和 不 可 觉察 数字 水 印 。 
可 觉察 数字 水 印 能 人 到 媒体 后 在 媒体 中 留 下 明显 的 印记 ,主要 用 于 标识 版 权 , 防止 非 法 使 
用 ,虽然 降低 了 资料 的 商业 价值 ,但 不 妨碍 使 用 者 的 使 用 。 不 可 觉察 性 数字 水 印 嵌 人 到 数字 
作品 中 ,人 的 感 观 不 能 明显 地 觉察 ,不 影响 作品 的 质量 。 


提取 出 的 数字 水 


待 检测 的 媒体 信息 印 或 置信 和 度 测定 
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(4) 按 水 印 的 检测 过 程 分 类 ,可 以 将 数字 水 印 划 分 为 有 源 提取 水 印 和 无 源 提取 水 印 。 
有 源 提取 水 印 在 检测 过 程 中 需要 原始 数据 ,而 无 源 提取 水 印 只 需要 密 钥 ,不 需要 原始 数据 。 

O) 按 数 字 水 印 的 府 入 位 置 分 类 ,可 以 将 水 印 划分 为 时 ( 空 ) 域 数字 水 印 , 频 域 数 字 水 印 
和 时 / 频 混合 域 数字 水 印 3 种 。 

(6) 按 数字 水 印 的 内 容 分 类 ,可 以 将 数字 水 印 划分 为 有 意义 水 印 和 无 意义 水 印 。 有 意 
义 水 印 是 指 水 印 本 身 也 是 某 个 数字 图 像 ( 如 商标 图 像 ) 或 数字 音频 片段 的 编码 ;无 意义 水 印 
则 只 对 应 于 一 个 序列 号 。 有 意义 的 水 印 的 优势 在 于 , 当 受 保护 的 媒体 信息 受到 攻击 或 其 他 
原因 致使 解码 后 的 水 印 不 完整 时 ,人 们 仍然 可 以 通过 视觉 观察 确认 是 否 含有 水 印 。 但 对 于 
无 意义 水 印 来 说 ,如 果 解 码 后 的 水 印 序列 有 若干 码 元 错误 , 则 只 能 通过 统计 决策 的 方法 来 确 
定 信 号 中 是 否 含有 水 印 。 

CO 按 水 印加 密 方法 分 类 。 在 密码 学 中 ,根据 密 钥 的 不 同 加 密 方法 可 分 为 对 称 密码 加 
密 和 和 非 对 称 密码 加 密 ( 公 钥 密 码 体 系 ) 两 种 。 类 似 地 ,数字 水 印 算 法 也 可 根据 所 采用 的 密 铀 
的 不 同 分 为 私 钥 数字 水 印 和 公 钥 数字 水 印 。 私 铀 数字 水 印 方案 在 加 载 数字 水 印 和 检测 数字 
水 印 过 程 中 采用 同一 个 密 钥 ( 私 钥 ) 。 因 此 ,需要 在 发 送 和 接收 双方 之 间 有 一 个 安全 的 通道 
以 确保 密 钥 的 安全 传送 。 而 公 钥 数字 水 印 则 在 数字 水 印 的 加 载 和 检测 过 程 中 采用 不 同 的 密 
4 ,利用 任何 人 都 知道 的 公开 密 钥 加 载 数 字 水 印 ,加 载 过 数字 水 印 的 信号 被 所 有 者 用 一 个 只 
有 他 本 人 自己 知道 的 密 钥 进行 检测 。 也 就 是 说 任何 人 都 可 以 进行 数字 水 印 的 碰 人 和 加 载 ， 
但 只 有 所 有 者 可 以 提取 或 检测 数字 水 印 。 

(8) 按 用 途 分 类 ,可 以 将 水 印 划 分 为 票据 防伪 水 印 、 版 权 保 护 水 印 、 自 改 提示 水 印 和 隐 
项 标识 水 印 等 。 


7.4.4 数字 水 印 技术 的 主要 应 用 


数字 水 印 技术 的 研究 成 果 主 要 可 应 用 于 以 下 几 个 方面 : 

(1) 媒体 所 有 权 的 版 权 认 定 和 保护 

目前 ,版权 保护 是 数字 水 印 最 主要 的 应 用 。 由 于 数字 作品 的 复制 .修改 非常 容易 ,而 且 
可 以 做 到 与 原作 品 完全 一 致 ,所 以 如 何 对 数字 作品 (如 电脑 美术 .扫描 图 像 数字 音乐 .视频 、 
三 维 动画 ) 的 版 权 进行 保护 一 直 是 一 个 难点 问题 。 数 字 水 印 通 过 在 被 保护 的 作品 中 嵌入 数 
据 的 来 源 信息 以 及 有 代表 性 的 版 权 信息 ,从 而 可 以 有 效 地 防止 其 他 团体 宣称 对 该 作品 拥有 
版 权 。 媒 体 创作 者 在 媒体 传播 前 误 和 水印, 用 于 识别 合法 用 户 信 息 ,对 媒体 的 传播 进行 跟 
踪 。 例 如 ,如 果 在 数字 照相 机 中 实现 水 印 技术 ,就 可 以 使 所 拍摄 的 照片 带 上 摄影 师 的 信息 。 

(2) 防止 非法 复制 

在 多 媒体 发 行 体系 中 ,建立 禁止 未 授权 的 媒体 复制 的 复制 保护 机 制 非常 重要 。 在 这 样 
的 系统 中 ,可 以 用 数字 水 印 来 说 明 数据 的 复制 情况 。 例 如 ,在 媒体 的 录 / 放 设备 的 设计 中 应 
用 图 像 数字 水 印 技术 , 当 录 / 放 设 备 工作 时 ,通过 检测 媒体 中 是 否 带 有 水 印 , 以 决定 该 媒体 应 
不 应 该 被 录 / 放 ,从 而 拒绝 非法 复制 媒体 的 流行 和 使 用 。 同 样 的 原理 可 应 用 于 广播 .电视 , 计 
算 机 网 络 在 线 多 媒体 服务 中 的 听 、 看 .访问 权限 的 控制 。 

(3) 盗版 跟踪 

与 软件 产品 的 序列 号 类 似 , 数 字 水 印 可 用 于 监控 和 跟踪 流通 数据 的 非法 复制 。 主 要 用 
来 识别 数据 的 单个 发 行 复 制 。 在 发 行 的 每 个 复制 中 敌人 不 同 的 水 印 , 通 常 称 之 为 “数字 指 
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纹 ”。 该 应 用 要 求 水 印 算法 易于 提取 ,复杂 度 低 。 例 如 对 于 WWW 应 用 ,有 专门 的 Web 18 
索 者 寻找 已 嵌 人 数字 水 印 的 盗版 图 像 。 

《4) 基于 内 容 的 真 伪 鉴 别 

随 着 高 质量 图 像 输 入 输出 设备 的 发 展 ,特别 是 高 精度 的 彩色 打印 机 和 复印 机 的 出 现 , 使 
得 货币 .支票 以 及 其 他 票据 的 伪造 变 得 更 加 容易 。 另 外 ,在 从 传统 商务 向 电子 商务 转换 过 程 
中 ,会 出 现 大 量 过 度 性 的 电子 文件 ,如 各 种 纸 质 票 据 的 扫描 图 像 等 。 数 字 水 印 技术 可 以 用 于 
鉴别 支票 、 合 同等 重要 文档 的 来 源 的 真实 性 ,内容 的 真实 可 靠 性 等 。 在 鉴定 应 用 中 ,使 用 数 
字 水 印 的 目的 是 对 数据 的 修改 进行 检测 ,该 技术 可 利用 所 谓 的 “脆弱 性 水 印 ?来 实现 。 数 字 
水 印 还 可 以 为 各 种 票据 提供 不 可 见 的 认证 标志 ,从 而 大 大 增加 了 伪造 的 难度 。 

(5) 隐蔽 通信 及 其 对 抗 

网 络 情报 战 是 信息 战 的 重要 组 成 部 分 ,其 核心 内 容 是 利用 公用 网 络 进行 保密 数据 传送 。 
迄今 为 止 ,学 术 界 在 这 方面 的 研究 思路 一 直 未 能 突破 “文件 加 密 ” 的 思维 模式 。 然 而 ,经 过 加 
密 的 文件 往往 是 混乱 无 序 的 ,容易 引起 攻击 者 的 注意 。 数 字 水 印 所 依赖 的 信息 隐藏 技术 不 
仅 提供 了 非 密 码 的 安全 途径 ,更 引发 了 信息 战 尤 其 是 网 络 情报 战 的 革命 ,产生 了 一 系列 新 颖 
的 作战 方式 ,使 得 利用 公用 网 络 进行 保密 通信 有 了 新 的 思路 ,利用 数字 化 声 像 信号 相对 于 人 
的 视觉 .听觉 元 余 ,可 以 进行 各 种 时 (〈 空 ) 域 和 变换 域 的 信息 隐藏 ,从 而 实现 隐蔽 通信 。 

(6) 多 语言 电影 系统 和 电影 分 级 

利用 图 像 数 字 水 印 技术 ,可 以 把 电影 的 多 种 语言 配音 和 字幕 柑 人 到 视频 图 像 中 携带 ,在 
保证 图 像 视觉 质量 不 受 影 响 的 情况 下 节省 了 声音 的 传输 信道 。 与 此 类 似 ,把 电影 分 级 信息 
嵌 人 到 图 像 中 ,可 以 实现 画面 放映 的 控制 ,从 而 实现 电影 的 分 级 播放 。 

CD 数字 媒体 附加 描述 和 参考 信息 的 携带 

可 以 把 感 兴趣 的 图 像 特 征 (或 区 域 ) 的 位 置 和 识别 信息 直接 衣 入 到 图 像 中 ,实现 特征 的 
定位 和 识别 。 


7.4.5 空间 域 和 频率 域 水 印 研究 现状 


数字 水 印 算法 的 实现 在 空间 域 或 频率 域 (变换 域 ) 进 行 。 现 有 的 空间 域 和 频率 域 方法 主 
要 有 以 下 几 种 。 

1. 空间 域 的 方法 

空间 域 方法 是 指 通 过 直接 改变 像素 的 亮度 或 彩色 光 带 ,或 在 这 两 者 之 上 秋 加 一 个 调制 
信和 号 的 方式 嵌 人 数字 水 印信 号 。 常 见 的 空间 域 方法 可 以 分 成 以 下 几 大 类 ; 

CD 文档 结构 微调 法 

该 方法 用 于 在 PS 或 PDF 文档 中 隐藏 数字 水 印 。 通 过 在 不 易 党 察 的 范围 内 ,细微 改变 
文档 的 行 间距 、 字 和 闻 距 和 字符 特性 等 方式 实现 水 印 的 媒人 。 这 种 水 印 的 安全 性 主要 车 性 栈 
性 来 保证 。 

(2) 最 低 有 效 位 算法 (LSB) 

最 低 有 效 位 算法 是 L. F. Turner 和 R. G. Van Schyndel 等 人 提出 的 第 一 个 数字 水 印 
算法 。 该 方法 使 用 特定 的 密 钥 ,由 mm 一 序列 发 生 器 产生 随机 信和 号 ,然后 将 该 信号 按 一 定 的 规 
则 排列 成 二 维 形式 作为 水 印信 号 ,插入 到 原始 图 像 或 音频 信号 的 最 低 几 位 ,从 而 实现 数字 水 
RRRA. Fleet 把 LSB 方法 应 用 于 彩色 图 像 , 图 像 的 LSB 平面 先 被 设置 为 0, 然后 根据 是 
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否 嵌 入 了 水 印 而 改变 为 1 或 不 变 。 改 变 LSB 的 依据 是 :不 重要 数据 的 调整 对 原始 图 像 的 视 
党 效果 影响 较 小 。 算 法 的 优点 是 信息 的 隐蔽 性 好 ,在 视觉 和 听觉 上 很 难 被 用 户 觉察。 现在 
用 于 网 上 的 一 些 简单 的 信息 伪装 软件 ,大 多 采用 LSB 算法 和 调 色 板 相关 技术 ,将 信息 隐藏 
在 24 bit 图 像 或 266 色 图 像 之 中 。 然 而 最 低 有 效 位 的 数据 最 有 可 能 在 常见 的 信号 处 理 过 程 
(如 数据 压缩 和 低 通 滤波 ) 中 丢掉 ,因此 隐藏 的 信息 比较 脆弱 ,无 法 经 受 某 些 有 损 的 或 无 损 的 
信号 压缩 处 理 。 

(3) Patchwork 方法 

Patchwork 方法 是 麻 省 理工 学 院 媒体 实验 室 Walter Bander 等 人 提出 的 一 种 数字 水 印 
算法 ,主要 用 于 打印 票据 的 防伪 。 该 方法 通过 任意 选择 N 对 像素 点 ,在 增加 一 点 的 亮度 值 
的 同时 相应 降低 另 一 点 的 亮度 值 ,将 1 bit 的 信息 隐藏 于 数字 媒体 中 。 该 算法 具有 较 强 的 不 
易 觉 察 性 ,对 有 损 压 缩编 码 . 剪 切 和 灰 度 校 正 等 恶意 攻击 有 较 强 的 抵抗 性 。 缺 点 是 隐藏 的 数 
据 量 少 , 对 仿 射 变换 敏感 ,不 能 抵御 多 复制 平均 攻击 。 

(4) 纹理 块 映 射 编码 (Texture Block Coding) 方 法 

该 方法 将 水 印信 号 隐藏 于 数字 图 像 的 随机 纹理 区 域 中 ,利用 纹理 间 的 相似 性 保证 水 印 
信息 的 知觉 透明 性 。 该 算法 对 滤波 .压缩 和 捏 转 等 操作 具有 抵抗 能 力 ,但 仅 适 用 于 有 大 量 纹 
理 区 域 的 图 像 , 旦 尚 不 能 自动 完成 , 需 手 工 干 预 。 

2. 频率 域 数 字 水 印 方法 

是 指 将 水 印 岩 人 到 多 媒体 数据 的 频率 域 上 。 常 匈 的 频率 域 方法 有 ， 

CD 基于 DCT/DFT 频率 域 数 字 水 印 

基于 DCT(Discrete Cosine Transform) / DFT (Discrete Fourier Transform) 水 印 算法 
具有 较 好 的 鲁 棱 性 ,可 以 有 效 抵御 有 损 压 缩 和 一 些 利 用 信号 失真 破坏 水 印 的 攻击 方法 。 这 
是 日 前 针对 图 像 研 究 的 最 多 的 一 类 数字 水 印 方 法 ,其 主要 思路 是 ;在 图 像 的 DCT 变换 域 
上 ,选择 人 有 眼 感 知 最 重要 的 频谱 成 分 到 加 水 印信 息 。 该 类 方法 常 利用 人 有 眼 视觉 系统 的 视觉 
掩 项 特性 来 折衷 水 印 的 不 可 知觉 性 和 和 鲁 棒 性 要 求 , 达 到 应 用 效果 。 

(2) 基于 小 波 和 分 形 的 数字 水 印 算法 

类 似 于 DCT/DFT 算法 ,基于 小 波 变 换 (Discrete Wavelet Transform, DWT) zk Ep 4 
法 主要 也 是 针对 小 波 系 数 进 行 的 。 除 了 对 一 般 的 几何 畸变 和 信号 处 理 具有 重 棱 性 外 , 它 还 
可 以 抵御 JPEG 压缩 ,同时 还 能 有 效 抵御 基于 小 波 变 换 的 图 像 压 缩 处 理 。 

(3) 基于 直接 序列 扩 频 的 数字 水 印 算法 

扩 频 数字 水 印 方法 与 扩 频 通信 类 似 , 将 利用 一 般 算法 生成 的 数字 水 印信 和 号 再 通过 扩 频 
调制 后 ,全 加 到 原始 数据 上 。 从 频 域 上 看 ,水 印信 息 分 布 于 整个 频谱 上 ,无 法 通过 一 般 的 滤 
波 手段 恢复 ,这样 可 以 更 好 地 抵抗 消除 攻击 。 

从 综合 性 能 分 析 ,空间 域 数 字 水 印 方法 应 用 领域 较 罕 ,对 一 些 攻击 的 抵抗 性 较 差 。 频 率 
域 水 印 算法 的 主要 优点 是 :中 在 频率 域 中 嵌入 的 水 印信 号 ,其 能 量 可 以 分 布 到 空间 域 的 所 有 
像素 上 ,有 利于 保证 不 可 见 性 。 四 在 频率 域 , HVS 的 某 些 特性 (如 视觉 掩蔽 特性 、 频 率 掩蔽 
特性 ) 可 以 更 方便 地 结合 到 水 印 编码 过 程 中 ,有 利于 鲁 棒 性 的 提高 。@@ 变 换 域 的 方法 可 与 国 
际 数 据 压 缩 标准 兼容 ,对 有 损 压 缩 和 其 他 的 信号 处 理 具 有 较 强 的 免疫 力 ,因此 更 具 优越 性 ， 
目前 占据 了 主要 地 位 。 
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7.4.6 基于 DCT 域 的 图 像 数 字 水 印 技术 


图 像 二 维 DCT 变换 有 许多 优点 。 图 像 信号 经 过 变换 后 ,变换 系数 几乎 不 相关 ,经 过 反 
变换 重 构图 像 ,信道 误差 和 量化 误差 将 像 随 机 噪声 一 样 分 散 到 块 中 的 各 个 像素 中 ,不 会 造成 
误差 积累 ,并 且 变 换 能 将 数据 块 中 的 能 量 压 缩 到 为 数 不 多 的 几 个 低频 变换 系数 中 ( 即 DCT 
矩阵 的 左上 和 角 ) 。 

离散 余 艾 变换 DCT 域 的 方法 ,计算 量 小 , 且 与 国际 数据 压缩 标准 (JPEG、MPEG、 
H261/263) 兼 容 , 便 于 在 压缩 域 中 实现 ,是 当前 该 领域 研究 的 一 个 重要 方向 。 

考虑 到 数字 水 印 的 视觉 不 可 见 性 ,最 初 的 基于 DCT 域 的 数字 水 印 算法 将 数字 水 印 赔 
入 到 图 像 频 谱 中 能 量 较 低 的 部 分 ,但 这 样 往往 不 能 抵御 有 损 压缩 如 JPEG。 如 果 首 先 考虑 
到 数字 水 印 的 和 鲁 棒 性 , 则 应 该 将 水 印 骨 人 到 原始 图 像 的 频谱 能 量 较 高 的 部 分 ,但 此 时 若 不 进 
行 有 效 的 掩蔽 工作 , 则 可 能 使 得 内 人 数字 水 印 后 的 图 像 与 原始 图 像 在 视觉 上 产生 较 明 显 的 
差别 。 在 DCT 域 ,由 于 感觉 上 最 重要 的 分 量 就 是 图 像 信号 的 主要 成 分 ,携带 了 较 多 的 信号 
能 量 , 在 图 像 有 一 定 失 真 的 情况 下 , 仍 能 保持 主要 成 分 。 因 此 ,一 般 情况 下 ,将 水 印 舱 入 到 图 
像 中 对 于 人 类 的 视觉 最 重要 的 地 方 (主要 对 应 于 图 像 DCT 频 域 的 低频 系数 )。 在 首先 保证 
数字 水 印 鲁 棒 性 的 前 提 下 ,利用 图 像 自身 的 特点 和 HVS 的 特性 ,实现 数字 水 印 强度 自 适应 
于 原始 图 像 ,从 而 保证 图 像 的 不 可 见 性 。 

基于 DCT 的 数字 水 印 算 法 的 一 般 方法 是 :首先 将 数字 图 像 分 成 8X8 BLA SU S I 
素 块 ,在 经 过 DCT 变换 后 ,得 到 由 DCT 系数 组 成 的 频率 块 , 然 后 按照 一 定 的 准则 选取 一 些 
频率 块 ,通过 对 选 定 的 频率 块 的 DCT 系数 进行 微小 的 改变 以 满足 特定 的 关系 ,以 此 来 嵌 人 
数字 水 印信 息 。 在 数字 水 印 提取 的 过 程 中 ,通过 选取 与 戏 人 时 相同 的 DCT 系数 ,并 根据 系 
数 之 间 的 关系 实现 水 印 的 提取 。 有 些 方法 利用 了 人 了 眼 视觉 系统 的 视觉 掩蔽 特性 , 折 详 了 水 
印 的 不 可 知觉 性 和 和 鲁 棒 性 要 求 。 现 有 的 文献 中 基于 DCT 的 数字 水 印 技术 的 算法 很 多 , 比 
较 有 代表 性 的 有 以 下 几 种 。 

Koch 等 人 较 早 研究 了 DCT 域 图 像 数 字 水 印 方法 :5 呈 。 之 后 ,在 Bors 和 Pitas 提出 的 方 
法 中 :29 ,首先 将 图 像 分 成 8X8 的 块 ,用 高 斯 网 络 分 析 器 在 原 图 像 中 选择 一 个 特定 的 块 , 然 
后 利用 一 个 线性 DCT 约 东 或 环形 DCT 检测 域 对 中 频段 DCT 系数 进行 变换 ,以 媒人 数字 
水 印信 息 。 该 算法 中 的 数字 水 印 可 以 看 作 由 两 部 分 组 成 :用 来 寻找 块 位 置 的 参数 和 对 DCT 
系数 施加 约束 的 参数 。 在 水 印 的 恢复 过 程 中 ,要 对 所 有 的 块 验证 其 DCT 系数 约束 和 位 置 
AJ 

通过 对 DCT 块 进行 频率 掩蔽 Swanson 等 人 也 提出 了 一 种 DCT 域 的 水 印 技术 5 。 输 
人 图 像 被 分 为 若干 方块 ,对 这 些 方块 进行 计算 ,由 于 撼 蔽 栅 格 可 提高 掩蔽 频率 附近 的 信和 号 栅 
格 的 可 见 阐 值 ,对 每 一 个 DCT 块 计 算 它 的 频率 掩蔽 。 通 过 对 最 大 长 度 的 伪 随 机 信和 号 进行 
DCT 变换 ,对 可 见 的 掩 项 进行 放 缩 和 处 理 , 然 后 将 这 一 水 印加 入 到 相应 的 DCT 块 中 ,并 通 
过 空间 掩蔽 来 验证 水 印 是 否 是 不 可 见 的 。 

在 给 定 敏 感 指数 的 局 部 感知 分 类 器 的 基础 上 ,Tao 和 Dickinson 提出 了 一 种 自 适应 的 
DCT 域 数字 水 印 技术 5 。 将 数字 水 印 代 人 到 交流 DCT 系数 中 ,根据 默认 的 JPEG 格式 压 
缩 表 ,选择 合适 的 系数 ,使 量化 的 单位 最 小 ,并 按 一 定 的 算式 对 选 定 的 系数 作 修改 。 

Zhao 和 Koch 描述 了 一 个 称 作 Syscop 的 水 印 系 统 [55 ,通过 生成 一 个 伪 随 机 序列 来 选 
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择 将 要 散人 水 印 的 图 像 块 ,对 块 做 DCT 和 量化 ,通过 在 每 个 块 的 中 间 频 段 的 8 个 可 能 位 置 
的 量化 DCT 系数 中 的 3 个 之 间 加 入 特别 关系 来 嵌入 一 个 水 印 位 。 

Cox 等 人 提出 了 基于 图 像 全 局 变换 的 数字 水 印 方法 6 。 他 们 的 重要 贡献 是 明确 提出 
了 加 载 在 图 像 的 视觉 敏感 部 分 的 数字 水 印 才 能 有 和 较 强 的 鲁 棱 性 。 他 们 的 数字 水 印 方案 是 对 
整个 图 像 进行 DCT, 然 后 将 数字 水 印加 载 在 预先 决定 的 范围 内 、 除 去 DC 分 量 的 低频 分 
量 上 。 

还 有 一 些 DCT 算法 是 在 上 述 算 法 基础 上 的 改进 。 有 代表 性 的 如 I Podichuk 和 Werrjun 
提出 的 基于 苦 正 图 像 的 数字 水 印 算法 :5 ,算法 由 视觉 模型 模块 返回 数字 水 印 应 该 加 载 的 位 
置 ,以 及 该 位 置 处 所 承受 的 恰好 可 觉察 差别 JND( Just Noticeable Difference) 量 值 , 即 加 载 
数字 水 印 的 强度 上 限 。 算 法 具有 一 定 的 自 适应 性 。Hsu 和 Wu 把 图 像 进行 8X8 DCT 变 
换 , 然 后 将 一 个 二 进 制 序列 媒人 DCT 的 中 频 系 数 中 [ss] 。 

在 参考 文献 中 中 ,首先 将 图 像 进行 分 块 DCT 变换 ,根据 每 块 的 平均 灰 度 和 块 均匀 度 ， 
将 其 分 成 3 类 :平滑 块 、 纹 理 块 和 中 间 块 ,对 应 设 定 门限 T1、T2、T3, 以 此 作为 水 印 幅 入 的 强 
度 。 下 面 通过 一 个 参数 自 适应 DCT 域 数字 图 像 水 印 算法 的 例子 "中 ,介绍 数字 水 印 实现 的 
过 程 。 

算法 的 框图 如 图 7. 19 所 示 。 


图 7.19 ”加密 二 值 图 像 水 印 算法 框图 
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首先 将 原始 图 像 分 成 8X8 的 块 ,根据 HVS 特性 将 图 像 块 进行 分 类 。 然 后 ,对 所 有 图 
像 块 做 DCT 变换 。 在 DCT 域 , 根 据 块 分 类 的 结果 ,不 同 强度 的 水 印 分 量 被 失 人 到 图 像 块 
的 DCT 系数 中 。 图 7. 20 是 图 像 分 块 示意 图 ,每 一 个 8X8 块 的 DCT 系数 排列 顺序 如 表 7. 1 
所 示 。 


图 7.20 图 像 分 块 示意 图 
47.1 8X8 DCT 系数 排列 顺序 


° ° ° . . e ° . 
. . LJ . . . ° ° 
° LJ e. . ° . e. . 
e. ° ° . ° LÀ ° LÀ 
° ° ° ° LÀ . e * 
. . . . ° . ° ° 


R 7-1 中 ,DCT 系数 按 Zig Zag 顺序 排列 ,左上 角 第 一 个 系数 是 直流 系数 ,接着 排列 的 
是 低频 系数 , 随 着 序号 的 增 大 频率 增高 ,最 右 下 角 对 应 最 高 频 系数 。 因 此 ,DCT 变换 能 够 将 
图 像 的 频谱 按 能 量 的 大 小 进行 区 分 ,有 利于 进行 相应 的 频谱 操作 。 

根据 人 类 视觉 系统 的 特性 ,水 印 氛 入 到 原始 载体 信号 的 高 频 系数 中 ,其 视觉 不 可 见 性 较 
好 ,但 其 鲁 棒 性 较 差 ;反之 ,由 于 直流 和 低频 分 量 携带 了 较 多 的 信号 能 量 , 在 图 像 失真 的 情况 
下 ， 仍 能 保留 主要 成 分 ,因此 , 将 数字 水 印 能 和 到 低频 系数 中 其 鲁 棒 性 较 好 ,但 是 其 数字 水 
印 的 不 可 见 性 较 差 。 本 算法 首先 从 水 印 的 鲁 棒 性 要 求 出 发 ,将 数字 水 印 僚 人 到 原始 载体 图 
像 的 直流 和 低频 分 量 中 ,为 了 能 够 同时 保证 水 印 的 不 可 见 性 ,算法 设计 了 与 水 印 艇 人 位 置 特 
征 参数 相关 的 视觉 掩蔽 函数 ,使 水 印信 号 自 适应 于 原始 图 像 。 

设 水 印 图像 为 W(i, 站 ,1 记 i,j 志 MM, 在 租 人 到 原始 图 像 之 前 ,首先 利用 序列 密码 将 WW 进 
行 加 密 ,使 水 印 方案 具有 双重 安全 性 。 

设 原 始 图 像 为 W(i,7),(l1 志 i,j 寺 和 N) ,首先 将 X 分 割 成 互 不 覆盖 的 8X8 的 子 块 xz 0D, 
1xi.j«8,l1-bxL.L 为 分 块 数 ,显然 ,L= 二 ((NXN)/(8X8))。 然 后 对 每 个 z, 执行 DCT 变 
换 , 得 到 zs (u,v)。 设 肉 入 到 每 块 中 的 水 印 序列 长 度 都 相同 ,都 为 t, 则 t= (MX M)/L, 根据 
HVS 的 照度 掩蔽 特性 和 纹理 掩蔽 特性 ,应 该 将 水 印信 号 尽量 到 加 在 图 像 的 平均 灰 度 较 高 . 纹 
理 边 缘 复 杂 的 区 域 , 而 避免 将 水 印信 号 对 人 到 平均 灰 度 低 且 灰 度 分 布 比较 均匀 的 块 中 。 
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BERRE LW Weber 定律 ,在 均匀 背景 下 ,人 眼 刚好 可 以 识别 的 物体 照度 为 
T 十 AT,AT 满足 : 


A1—0.02XI (7.4.1) 
文献 [41] 提 出 了 一 个 比较 准确 的 对 比 度 敏感 函数 (Contrast Sensitivity Function, CSF) ; 
Al*I,* max{l1,(I/Io)a} (7. 4.2) 


其 中 工 为 当 I=0 时 的 对 比 度 门限 ,a 为 常数 (0.6 一 0.7) 。 | 
根据 式 (7.4. 2), 对 图 像 WGi,7), 中 大 小 为 nXn 的 块 B, XE SUIS BUE EE] RE 02525 2 [6 ]: 
P=} D pep. LHD el (7.4.3) 


其 中 e, 为 B, 的 灰 度 均 值 , 加 权 系 数 ple,) 作 为 修正 因子 ,可 由 下 式 确定 : 
ples)=(1/es)a a 为 常数 ,一 般 取 值 为 (0. 6—0. 7) 
可 以 采用 如 下 方法 将 水 印 甬 人 到 每 个 子 块 的 DCT 系数 中 : 
z,Cu, u) ta, ° V, * w, dope bs (b1) u=v=0 
x a= 


=4 z, luv) +a: * V, * z, 其 中 s 同 上 Ou, vt 
xyCu,v) 否则 
(7.4.4) 
其 中 ai ,as 是 比例 因子 ,al 对 应 于 直流 分 量 ,根据 实验 取 一 个 较 小 的 实数 ,as 取 a, 的 百 分 之 
—, V, 可 由 实验 确定 ,本 算法 中 取 V, 为 eg 和 o 的 简单 线性 关系 :Vs 一 kies 十 k20 ,ki、kz 为 
比例 系数 。 
最 后 对 调整 后 的 图 像 块 进行 DCT 反 变 换 , 得 到 水 印 化 图 像 为 


L 
X'G,j)= Y IDCT(z',G6v)j (7.4.5) 


JEE RR RER. HAESKA. BER ES A W. l 
FH3E £3 P ETIRUE 48 SIDK EIE JU W. — WO SALE WHER 2-D 的 形式 ,提取 出 图 像 
KEW. 

算法 的 主要 特点 是 引信 了 视觉 掩蔽 函数 V. ,由 于 V, 定义 为 原始 图 像 分 块 DCT 的 块 均 
值 和 块 均匀 度 o? 的 函数 ,从 而 起 到 了 将 水 印 和 宜人 入 到 图 像 的 纹理 和 边缘 的 作用 。 其 不 可 
见 性 和 和 鲁 棒 性 优 于 直接 利用 比例 因子 a 决定 水 印 相 和 人 强度 的 算法 。 


7.4.7 基于 DWT 域 的 鲁 棒 图 像 数 字 水 印 技术 


基于 DWT 的 图 像 水 印 算法 主要 是 针对 小 波 系数 进行 的 , 相 比 之 下 ,DWT 域 图 像 数 字 
水 印 较 DCT 域 图 像 数 字 水 印 更 具 优 越 之 处 ;首先 ,DCT 变换 纯粹 将 空域 变换 到 频率 域 , 没 
有 利用 图 像 的 空间 -频率 特性 ,而 这 种 空间 一 一 频率 特性 正好 与 人 眼 的 某 些 视觉 特性 相 一 
致 。 也 就 是 说 , 它 可 以 较 好 地 匹配 HVS 特性 。 其 次 ,采用 分 块 的 DCT 变换 有 时 会 使 重 构 
图 像 出 现 马赛 克 现 象 ,而 用 小 波 则 不 会 出 现 这 种 现象 。 另 外 ,DWT 可 以 采用 图 像 融 合 技术 
将 水 印 分 散 到 载体 图 像 的 多 个 尺度 中 去 ,使 水 印 的 鲁 棱 性 更 强 。 

Kundur 等 人 描述 了 一 种 基于 小 波 变 换 的 图 像 融 合 水 印 技术 "”。 此 方法 在 不 同 的 分 辨 
率 下 ,将 水 印 的 小 波 系 数 加 入 到 原始 图 像 的 小 波 系 数 中 ,加 入 的 水 印 强度 由 人 眼 视觉 模型 来 
调整 。 
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Xia 等 人 提出 的 DWT 水 印 算法 实现 了 水 印 的 层次 检测 ,和 鲁 棒 性 好 "。 这 个 处 理 过 程 
使 水 印 检测 的 计算 量 减少 。 基 本 思想 是 ,利用 离散 小 波 变 换 将 接收 到 的 图 像 和 原始 图 像 都 
分 解 到 某 个 尺度 上 去 ,然后 通过 从 低级 到 高 级 的 顺序 ,计算 互相 关 值 来 比较 加 入 到 HH R 
度 中 的 原始 水 印 与 提取 出 的 HH 尺度 上 的 水 印 系数 的 差别 来 检测 水 印 。 

Rakesh Dugad 等 人 采用 一 种 阔 值 法 将 水 印 藏 于 静态 图 像 中 5 。 该 方法 设 定 两 个 阔 值 
T, 和 TT ,其 中 TT 是 水 印 戏 入 阔 值 ,决定 水 印 嵌 人 的 位 置 ,T 则 是 水 印 的 提取 阔 值 ,用 于 决 
定 水 印 提取 的 位 置 , 且 严格 要 求 五 之 人 。 水 印 嵌 人 过 程 是 :对 原始 图 像 进 行 DWT, 得 到 
DWT 变换 系数 ,将 水 印 嵌 入 到 高 频 子 带 中 ,将 系数 值 大 于 T, 的 细节 系数 进行 修改 。 最 后 
进行 IDWT ,得 到 由 和 人 了 水 印 的 图 像 。 

参考 文献 .中 的 算法 对 图 像 进行 3 级 小 波 分 解 ,将 高 斯 噪声 作为 水 印 其 人 到 小 波 域 的 第 
三 层 子 带 中 。 算 法 设 定 了 两 个 比例 因子 ,对 LL3 子 带 取 ai, 其 他 子 带 时 取 为 a, 的 百 分 
之 一 。 

另外 ,还 有 一 些 算 法 基于 分 形 压 缩 和 编码 ,类 似 于 基于 DWT 的 方法 ,主要 是 利用 分 形 
中 的 自 相 似 概 念 和 友人 代 冰 数 系统 (Jterative Function System, IFS). 

下 面 通过 对 一 种 利用 混沌 序列 加 密 的 小 波 域 数字 水 印 的 介绍 来 阐述 小 波 数字 水 印 的 原 
理 和 实现 过 程 '"] 。 首 先 将 原始 图 像 进行 小 波 分 解 ,将 包含 版 权 信息 和 密 钥 的 图 像 作为 数字 
水 印 ,利用 混沌 序列 加 密 数 字 水 印 ,然后 将 其 嵌 人 到 原始 图 像 的 DW T 域 的 中 频 子 带 。 在 氢 
人 过 程 中 ,根据 原始 图 像 的 特点 和 HVS 的 特性 ,确定 调节 系数 的 取 值 ,使 其 能 够 同时 保证 
鲁 棒 性 和 不 可 见 性 。 

算法 主要 包括 3 个 部 分 :图 像 水 印 的 混沌 加 密 、 水 印 的 插入 和 水 印 的 提取 。 算 法 框图 如 
图 7.21 所 示 。 


图 7.21 混沌 加 密 图 像 水 印 算法 框图 
1. 二 值 图 像 水 印 的 混沌 加 密 
设 一 动力 学 系统 为 x, 1 —uFG ,py 是 系统 参数 ,zi EV, 称 为 状态 ,VCR,k 二 0,1,2,，…。 
F 为 非 线性 映射 ,F:V->V ,将 当前 状态 映射 到 下 一 个 状态 zi 十 1。 如 果 该 满足 条 件 :DF 
XE V 中 对 任意 初 值 有 灵敏 依赖 性 ;OF XE V. 中 是 拓扑 可 传递 的 ;@F 的 周期 点 在 V PA. 
M) F;V—V fe V 中 是 混沌 的 。 一 个 混沌 系统 在 混沌 区 输出 序列 zx, 如 果 将 这 一 随机 序列 
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作为 密 钥 流 &:,k;E€ K 去 调制 图 像 信息 流 , 则 可 以 实现 对 图 像 的 加 密 。 由 于 不 同 的 混沌 系 
统 可 以 产生 不 同 的 随机 序列 ,即使 对 于 同一 系统 ,如 果 参 数 不 同 其 混沌 特 性 也 不 相同 , 因 
此 下 和 ww 可 以 作为 混沌 加 密 系 统 的 密 铀 。 另 外 ,由 于 混沌 系统 对 初 值 的 敏感 性 ,甚至 是 
在 系统 和 参数 完全 相同 的 情况 下 ,不 同 的 初 值 也 可 以 得 到 不 同 的 随机 序列 ,因此 初 值 x。 
也 可 以 作为 蜜 钥 ,再 加 上 编码 方式 c, 则 密 钥 K 可 以 由 KCF,p,zxo,c) 组 成 。 由 此 可 以 看 
出 ,用 混沌 序列 对 图 像 水 印 进 行 加 密 具 有 随机 性 好 ,保密 性 及 复杂 度 高 等 特点 ,从 而 具有 


更 高 的 保密 安全 性 。 
考虑 离散 时 间 动 态 系统 logistic 映射 产生 的 混沌 序列 ,其 定义 为 Cs 
Zaa uz lz), x E (0,1) (7.4. 6) 
其 中 ,分 支 参数 0 委 p 魏 4。 经 过 变换 ,logistic 映射 在 [一 1,1j 上 的 定义 可 以 表示 为 
Zhi 一 1 一 4z , AE (0,2) (7.4.7) 


随 着 4 的 逐渐 增 大 , 选 代 会 出 现 多 次 突变 ,实验 证 明 , 当 ) 一 1.401 15 PF, £ BE EA IR DU 
状态 ,产生 具有 0 均值 .8》 自 相关 性 及 互相 关 为 0 的 混沌 序列 ,该 序列 具有 和 白 噪 声 的 统计 特 
性 。 本 书 取 4==2, 初 始 值 ze 一 0. 3, 按 式 (7.4.7) 进 行 选 代 , 得 到 序列 z, ,然后 将 其 进行 量化 
得 到 0—1 序列 S, 5569, 

设 二 值 图 像 水 印 为 丈 (G,7， 委 27 入 M, 在 嵌入 到 原始 图 像 之 前 ,首先 利用 混沌 密码 序 
列 将 W 进行 加 密 。 加 密 过 程 如 下 ;将 W 表示 成 向 量 形式 W,,p 一 1,2,… ,MX M.W, 作为 
明文 空间 ,利用 S, 对 水 印 图 像 进行 加 密 , 得 到 密 文 空间 w.,=W,GDS,,o—1,2,-- , MX M. 
本 书 取 中 执行 异 或 运算 。 将 混沌 密 钥 K 作为 用 户 的 私 钥 , 在 不 知道 K 的 情况 下 ,盗版 者 即 
使 提取 出 水 印信 号 也 无 法 恢复 出 水 印 图 像 。 

2. 水 印 的 嵌入 与 提取 

WEB EE X G0 Os j S ND ,首先 利用 二 维 离散 小 波 变换 将 X 进行 小 波 分 解 ， 
得 到 不 同 空间 .不同 频率 的 子 带 图 像 。 例 如 对 X 进行 4 级 小 波 分 解 ,X, ,d(i,j) 表 示 位 于 分 
REA m HHA d BJ fe HR (i, DAER, m=1,2,3,4,d=LL, HL, LH, HH , 4 3 
表示 低频 子 带 和 水 平 . 垂 直 、 对 角 方向 的 高 频 子 带 图 像 ,图 7. 22 表明 了 Lena 图 像 的 四 级 小 
波 分 解 图 ,图 7. 23 是 其 对 应 的 小 波 分 解 树 。 


图 7.22 二 维 图 像 4 级 小 
波 分 解 示意 图 
相应 于 图 像 的 小 波 变 换 域 ,图 像 的 纹理 ,边缘 信息 主要 表现 在 HH、HL 和 LH 细节 子 
图 中 一 些 有 较 大 值 的 小 波 系数 上 。 因 此 可 以 考虑 将 水 印 嵌 人 到 上 述 区 域 。 从 和 鲁 棒 性 要 求 出 


图 7.23 小波 分 解 树 
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发 ,隐藏 于 高 频 部 分 的 信息 在 有 损 压 缩 等 量化 操作 后 容易 丢失 ,所 以 本 书 选择 将 水 印 能 人 到 
中 频 子 带 图 像 HH: HL, LH: HH; HL. 和 LHs 中 ,为 了 保证 水 印 的 不 可 见 性 ,算法 设计 
了 与 水 印 坐 入 位 置 特征 参数 相关 的 视觉 掩蔽 函数 ,使 水 印信 号 自 适应 于 原始 图 像 。 


水 印 认 人 过 程 如 下 : f 
X G 门 一 Xma sj) Fama (Tma (zi,7) * uy (1,7) m-—2,3;d— HH, HL, LH, L,,; G, D ZEE 
4 X, GOD EX 


(7.4.8) 
其 中 ana 255 m 级 第 d 个 子 带 图 像 的 调节 因子 ; Tna C 270 Je LE FC PS 3, RRR m 级 第 
d ff Ed E CG. D RE B Mak WK B En RT m 级 第 d 个 子 带 图 像 的 能 量 。 分 别 作 如 下 


定义 : 
eem Ta [io aca D 
Ta G D m ge Xma Gi esa (7.4.10) 
其 中 N,,s 指 第 m 级 第 d FEWR Diena RRA m 级 的 低频 子 带 LL 的 均值 。 
Enu = Y) D Xu) (7.4.11) 


md i=] j= 


水 印 的 提取 采取 有 源 提取 。 其 过 程 与 水 印 能 人 过 程 相反 。 假 设 提取 出 的 信和 号 为 Wa. 
利用 混沌 密 钥 K 进行 解密 ,得 到 水 印 序列 W SWO ,最 后 将 Wb 转化 成 2-D 的 图 像 。 


7.4.8 基于 DWT 的 鲁 棒 - 脆 弱 数 字 水 印 算法 


目前 对 数字 水 印 算法 的 研究 ,主要 集中 于 和 鲁 棒 性 数字 水 印 方面 。 然 而 , 随 着 多 媒体 在 网 
上 的 大 量 传输 ,对 媒体 的 完整 性 和 可 信 性 的 证 明 变 的 越 来 越 重要 。 完 整 和 可 信 的 含义 是 指 
信号 的 内 容 是 经 过 鉴定 的 ,并 且 在 从 源 到 目的 的 传输 过 程 中 ,信息 的 内 容 没 有 发 生 改变 。 因 
此 对 脆弱 性 水 印 的 研究 正 引 起 人 们 的 极 大 关注 。 本 市 介绍 一 种 基于 图 像 特征 的 数字 水 印 方 
法 ,该 算法 提取 原始 图 像 的 边缘 作为 数字 水 印 , 自 适应 地 嵌入 到 图 像 的 小 波 域 中 。 将 提取 出 
的 水 印 与 原始 水 印 做 相关 运算 可 以 证 明 图 像 的 版 权 , 将 二 者 做 比较 运算 可 以 证 明 图 像 内 容 
的 完整 性 。 整 个 算法 包括 原始 水 印 的 产生 、 水 印 的 嵌入 和 水 印 的 提取 三 个 部 分 。 

1. 基于 图 像 特征 的 原始 水 印 的 产生 

图 像 的 特征 水 印 直接 与 图 像 的 属性 相关 ,可 以 被 看 作 是 图 像 的 数字 指纹 。 典 型 的 图 像 
特征 有 图 像 的 边缘 .颜色 梯度、 照度 或 者 它们 的 组 合 。 其 中 图 像 的 边缘 表示 了 信和 号 的 突变 
点 ,携带 了 信和 号 最 重要 的 信息 。 因 此 ,本 算法 选取 图 像 的 边缘 特征 作为 水 印信 和 号。 

小 波 变 换 在 不 同 的 尺度 上 具有 “变焦 ”的 功能 , 它 是 检测 突变 信号 强 有 力 的 工具 。 在 不 
间 的 尺度 下 ,信号 经 过 小 波 变换 ,能 呈现 不 同 的 特征 ,信号 的 极 大 值 能 从 一 尺度 传 到 另 一 尺 
度 , 且 随 着 尺度 的 增加 而 增加 ,而 噪声 信和 号 则 相反 。 因 此 ,利用 小 波多 尺度 法 提取 边缘 ,在 大 
尺度 下 可 以 抑制 噪声 ,可 靠 地 识别 边缘 ,在 小 尺度 下 可 以 精确 地 定位 。 本 算法 采用 正 交 小 波 
基 对 图 像 进 行 变换 ,提取 边缘 信息 。 

设 % 为 基 小 波 , 设 6(z,y) 是 光滑 函数 ,满足 条 件 : 


gz, y) >0 &| [ecco drdy = 常数 (7.4.12) 
Rš 
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IER p = PESE qp p asy) = POP uos eg, s fe LI ORO Lh 


W; f(r y) =f x gi (z,y) Wu f (z,y) = f x gi (z=,y) , W W£ =(W;: f (z=,y) ,WEF (z=,y)) 
是 FGz,y) 的 二 维 二 进 小 波 变换 。 

定义 矢量 : 

Lf 01) CG, y) 
=2 3 =2 V (f x ba )(z,y) (7. 4. 13) 


Wš f (z, y) 
Wš f (z=,y) 


国定 尺度 2: ,梯度 向 量 的 模 为 
Mg f Gy) [Wf (z,y) |° + Wafa, y) [° (7.4. 14) 


相 角 为 
Ay f(z y) =arg{Wy f(z=,y)—-iWš f(zx,y)) i 是 虚数 单位 (7. 4. 15) 
沿 梯 度 方 向 ,在 阀 值 H, 的 约 东 下 检测 模 值 的 极 大 点 ,对 应 于 图 像 灰 度 的 剧变 点 , 即 为 
图 像 的 边缘 。 
2. 数字 水 印 的 嵌入 
水 印 的 租 入 过 程 如 图 7. 24 Bron. 


图 7.24 水 印 舱 入 过 程 框 图 

水 印 徐 人 过 程 在 小 波 域 进行 。 设 原始 图 像 为 XX(i,j) OC END ,首先 利用 二 维 离散 
小 波 变换 将 X 进行 小 波 分 解 ,得 到 不 同 空间 不同 频率 的 子 带 图 像 。 对 X 进行 3 级 小 波 分 
BE ,Xali,j7) 表 示 位 于 分 辨 率 为 m, 方 向 为 a 的 子 带 中 (i,j) 处 的 小 波 系数 ,其 中 ,m==1,2， 
3,d—-LL,HL,LH,HH, 

Te ye BO Hi P Pe 83 CREE LIKED EA W , 3 Y Wa k ER BE c Ae E Ba A Bi AURI JH 
序列 密码 对 W 进行 加 密 , 得 到 W。 该 算法 的 实质 是 在 原始 图 像 的 边缘 特征 点 上 再 次 释 加 
了 边缘 ,因此 水 印 嵌 人 对 原始 图 像 的 视觉 效果 的 影响 很 小 。 水 印 骨 人 过 程 如 下 : 

Kma 0,32 — X, Gj) asa * w i,j) m—1,2,3,4- LL, HH,HL,LH (7. 4. 16) 
定义 调节 因子 如 下 : 
0.2 d=LL 0.1 m=3 
es imas m-—2 (7. 4. 17) 
0.8 d—-HH 0.5 m=1 

在 整个 算法 中 ,序列 密码 的 初始 值 . 小 波 变换 的 种 类 边缘 提取 的 方法 以 及 阔 值 等 都 可 

以 作为 密 钥 的 一 部 分 ,如 果 其 中 任何 一 个 条 件 不 具备 ,都 无 法 提取 出 实际 嵌 人 的 水 印 。 
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3。 数字 水 印 的 提取 

首先 将 水 印 化 图 像 进行 小 波 变 换 ,然后 提取 图 像 的 边缘, 提取 阐 值 取 ama Hio AA Hè 
取 过 程 中 并 没有 用 到 原始 图 像 ,因此 该 算法 实现 了 水 印 的 盲 提 取 。 然 后 将 提取 出 的 水 印 解 
密 , 得 到 WW 。 最 后 ,通过 对 提取 出 的 水 印 做 处 理 , 可 以 分 别 检测 水 印 的 存在 性 和 判断 被 段 
改 的 部 位 。 操 作 过 程 如 图 7.25 所 示 。 

第 一 种 处 理 方法 。 将 提取 出 的 水 印 与 原始 水 印 做 相关 运算 ,判断 载体 中 是 否 含有 嵌入 
的 水 印 。 相 关系 数 C, 用 来 衡量 提取 出 的 水 印 W" 和 原始 水 印 W 之 间 的 相关 性 。 根 据 实际 
要 求 ,预先 设 定 一 个 阐 值 C, ,如 果 G> C: 可 以 判定 水 印 W 存在 于 待 检测 图 像 中 ,否则 不 存 
在 。 该 方法 可 以 用 于 图 像 的 版 权 保护 。 


1 水 印 存在 
0 水 印 不 存在 


确定 出 被 改变 的 位 置 


图 7.25 水 印 提取 过 程 框图 


第 二 种 处 理 方法 。 将 提取 出 的 水 印 与 原始 水 印 进行 比较 ,以 此 确定 出 图 像 改 变 的 区 域 。 
例如 ,可 以 分 别 将 提取 出 的 数字 水 印 和 原始 水 印 做 归 一 化 处 理 ,然后 将 它们 做 异 或 运算 ,从 
而 判断 出 被 自 改 的 区 域 。 该 方法 可 以 用 于 图 像 的 内 容 完整 性 鉴定 。 


" 
| 
| TZ 
| 


(a) 原始 Lena 图 像 (b) 提 取出 的 边缘 水 印 图 像 


| W s íi 
| (ENSY "| | | 
| 


(c) 髓 入 水 印 后 的 Ena 图 像 (d) 从 图 7.27(a) 中 提取 出 水 印 (6) 检 测 器 对 图 (d) 的 响应 


^ 
" 


MS. Z 


图 7.26 水 印 提取 和 检测 实验 图 像 
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7.4.9 DWT 域 直接 序列 扩 频 数字 图 像 水印 方 法 


扩 频 通信 利用 高 速 的 扩 频 码 将 待 传输 的 窄带 数字 信息 扩展 成 宽带 信息 送 人 信道 中 传 
输 , 具 有 很 强 的 抗 干扰 能 力 ,此 外 , 扩 频 通信 还 具有 信息 隐藏 和 保密 通信 等 优点 。 将 扩展 频 
谱 技 术 应 用 于 数字 图 像 水 印 中 ,将 高 能 量 的 窄带 水 印信 号 通过 扩 频 嵌 人 到 图 像 的 不 同 频率 
分 量 或 像素 上 ,可 较 好 地 在 数字 水 印 不 可 见 性 和 重 棒 性 之 间 进 行 折 中 。 同 时 ,由 于 扩 频 码 是 
一 伪 随 机 码 , 有 很 好 的 信息 隐藏 和 安全 性 ,从 而 使 谋 入 的 水 印 具有 非常 好 的 安全 人性。 

扩 频 数字 水 印 方法 可 在 空间 域 实现 ,也 可 在 变换 域 实现 。 空 间 域 扩 频 图 像 水 印 方 法 利 
用 图 像 像素 实现 扩 频 ,将 水 印信 息 分 布 到 图 像 不 同 像素 中 ,可 较 好 地 利用 图 像 的 统计 特性 ， 
但 水 印 的 嵌入 容易 在 图 像 中 产生 类 噪声 干扰 。 相 比 之 下 ,变换 域 扩 频 图 像 水 印 方法 能 较 好 
地 利用 各 种 图 像 变 换 的 特点 ,将 水 印 能 量 分 布 到 图 像 的 所 有 像素 上 。 同 时 ,在 水 印 编码 过 程 
中 ,可 以 方便 地 结合 HVS 的 视觉 掩蔽 特性 ,这 有 利于 保证 数字 水 印 的 不 可 见 性 ,能 很 好 地 
折 中 水 印 鲁 棒 性 和 不 可 见 性 之 间 的 矛盾 。 

本 节 将 DWT 与 扩展 频谱 通信 技术 相 结 合 , 介 绍 一 种 DWT 域 直 接 序列 扩 频 水 印 算 
法 5 。 该 方法 具有 不 可 逆 性 . 强 鲁 棒 性 和 安全 性 好 等 特点 ,可 以 实现 水 印 盲 提取 , 且 对 散人 
水 印 的 小 波 系数 没有 零 均 值 .与 扩 频 序列 同 分 布 等 要 求 。 算 法 原理 框图 如 图 7. 27 所 示 。 


图 7.27 DWT 域 直 接 序列 扩 频 图 像 水 印 算法 框图 


1. 水 印信 号 产生 及 扩 频 

设 水 印 图 像 大 小 为 32X32 像素 。 为 了 增强 水 印 安 全 性 以 及 抗 前 切 的 鲁 棒 性 ,在 对 水 印 
扩 频 前 , 先 使 用 图 像 置 乱 方法 对 二 值 水 印 图 像 进行 加 密 , 然 后 用 直接 序列 扩 频 方法 对 加 密 后 
的 水 印 图 像 进行 扩 频 ,具体 过 程 如 下 : 

36 dn 2 Ja k ED FEE S R (WC, C (0,1), 0<;,;<31),XJ WG, jD MA ZE SUB EA 


fli KETER- LF WO). € (0,1), 0<#<1023)3E2R, XEW OO BJ 4g — BE CO 或 1) 
用 两 个 长 度 为 8 的 伪 随 机 实数 序列 S, Cm) 和 S; (m) 进 行 扩 频 调 制 , 如 式 (7. 4. 18) 所 示 。 


W,Gn)—SiGQ) 而 (人 一 0 
， m=0—7 C7. 4. 18) 


W,in)-—S,G0 W(k)=1 
式 中 , 表示 水 印 的 第 有 位 , 且 扩 频 序 列 S, (2) 8I S; GO ERO. 4.19). 、 式 (7. 4. 200 的 要 
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求 , 即 S Gn) fll S, (xm) 为 均值 为 零 , 互 不 相关 的 伪 随 机 序列 。 


7 7 
LES =0， i2]$60-0 (7. 4. 19) 
m=Q m=Q 


7 
S) Si (m) * Sin) = 0 (7. 4. 20) 


经 过 扩 频 调制 后 ,水 印信 号 中 的 一 位 (0 或 1) 分 别 被 S, (O00 I S, Cm) 代替 ,水 印信 号 的 
长 度 由 原来 的 1024(32X32) 位 扩展 为 8 192(1024X8) 位 的 十 进 制 随机 数 。 

2. KERA 

zk FH Ae DW T 转换 域 进行 。 

设 原始 图 像 为 169,52 (Os js ND ,首先 利用 二 维 离散 小 波 变换 对 了 进行 小 波 分 解 ,得 
到 不 同 空间 ,不 同 频 率 的 子 带 图 像 。 本 书 利用 紧 支撑 正 交 小 波 (db1) 对 图 像 进行 3 级 小 波 分 
解 (也 可 用 其 他 小 波 对 图 像 进 行 不 同 层次 分 解 ) ,得 到 10 个 子 带 图 像 , 分 别 用 LL，HLi， 
LH,, HH, 表示 (8 二 1,2,3)。 设 分 解 后 的 子 图 像 系数 为 X^? (v). AKu, o<N,), EER 
L 表示 小 波 分 解 层次 ,与 一致,O 表示 方向 ,不 同 的 O 值 ,分 别 表示 LL、HL、LH 和 HH 方 
向 子 图 。 如 X? (u,v) 表 示 HL, 子 图 小 波 变 换 系数 。 水 印 租 和 人 过程 如 下 ; 

C) 水 印 租 人 子 图 及 系数 选择 

图 7.24 中 , 子 图 HL; LH; HH, 包含 有 图 像 1 不 同方 向 的 高 频 成 分 (图 像 了 的 细节 分 
量 ) ,在 这 些 子 图 中 嵌入 水 印 容 易 在 通常 的 图 像 处 理 ( 如 图 像 压 缩 等 ) 中 丢失 ,实验 显示 ,在 
HH, 子 图 中 嵌入 水 印 容易 在 通常 的 图 像 滤 波 处 理 中 被 去 掉 。 而 LL. 子 图 包含 有 图 像 工 的 
低频 成 分 (近似 分 量 ) ,在 该 子 图 通信 水 印 容易 破坏 图 像 的 视觉 效果 ,为 了 更 好 地 折 中 水 印 不 
可 见 性 和 和 鲁 棱 性 ,本 书 选 择 HL; .LH,.HL; .LH, HH; Fi AZKEJ, 

子 带 图 像 HL LH, HL .LH, . HH, 中 较 小 的 系数 容易 在 图 像 压缩 的 量化 过 程 中 丢 
失 , 且 这 些 系数 可 柑 人 的 水 印 能 量 较 小 ,因此 水 印 鲁 棱 性 较 差 。 这 些 子 图 中 较 大 的 系数 含有 
图 像 工 的 主要 成 分 ,在 通常 的 图 像 处理 中 都 要 加 以 保存 , 且 可 先 人 的 水 印 能 量 较 大 。 因 此 ， 
为 了 提高 水 印 鲁 棒 性 ,选择 子 带 HL, LH; HL; .LH, . HH, 中 绝对 值 最 大 的 一 些 系 数 艇 人 
水 印 , 具 体 嵌 入 水 印 系 数 选择 过 程 如 下 ， 

首先 对 子 图 HL, LH, HL: LH: HH, 的 小 波 系 数 按 从 小 到 大 排序 ,排序 结果 可 得 到 


经 排序 的 系数 序列 和 系数 位 置 变换 序列 ,分 别 用 了 "0(m) 和 Pm?0(m) 表 示 (0 志 mm 志 N,)。 
然后 将 序列 了 ?Cm) 按 8 个 数 为 一 组 分 组 ,如 式 (7.4. 2D BER Y 9 Ckm) — N, X 8 


的 矩阵 。 分 别 从 子 图 HL; LH; 和 HL;s .LH, HH, 中 的 系数 矩阵 Y^? Gc m) ESCAS 
值 和 Yas GO [Rl CT. 4. 22) 所 示 ] 较 大 的 前 N, 和 N, £P BLACK EOS TOI JK EP fir ik A 
到 图 像 中 ,2N; 十 3N; 必须 等 于 水 印 的 总 位 数 (1 024 位 ) , 即 2N: +3N,=1 024, 


Y? (G m) 2 Y"? (Bk d-m) 
m=0—7,k=0—N, 


(7.4.21) 


7 
Yas G) = | DY Y^9 Goo (7.4. 22) 


(2) ZKED BLA. 
BH THECA JK FH BU RAHE X (e, m) (k=0—1 023, m—0-— D) AER EE Xk, m) 
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每 行 的 均值 Xm (8) ,如 式 (7.4.23) 所 示 。 然 后 按 式 (7.4. 24) 将 水 印 央 人 到 原始 图 像 1 中 ，。 
3X C7. 4. 24) P ,Z, G) (&—0—1 028, 7 一 0 一 7) 为 内 有 水 印 的 小 波 系数 ,a 为 水 印 失 人 强 
度 , 用 式 (7.4.25) 计 算 。8 根据 Xe) 所 在 子 图 确定 ,对 应 子 图 HL, LH:, HH; ,8 取 为 8; 
对 应 子 图 HL, LH: ,8 取 为 4。 当 所 有 水 印 位 被 嵌 人 ,用 Za 代替 XG, n0 ,根据 位 置 变 
换 序列 P^? (将 和 戏 有 水 印 的 小 波 系数 Zi (m) 放 回 原来 的 位 置 ,得 到 舱 有 水 印 的 小 波 子 图 
系数 ,最 后 对 子 图 系数 进行 小 波 反 变换 ,得 到 艇 有 水 印 的 图 像 Gj). 


7 
X... (k) = EDX, m) k = 0 ~ 1023 (T. 4. 23) 
m=0 
Zim) = X... (tax Sm) W()—0 
I (7. 4. 24) 
Zim = X. (E) tax Sm) W(k)=1 
= X. CE) (7.4, 25) 


3. 水 印 提取 

在 实际 应 用 情况 ,水印 图 像 ii ,7 可 能 受到 各 种 有 意 或 无 意 攻击 。 设 受 攻击 的 嵌 有 水 
印 的 图 像 为 IG.) ,将 原始 图 像 TGi ,7 和 受 攻击 的 代 有 水 印 的 图 像 了 (i,)) 分 别 进行 3 级 小 
波 变换 ,按照 水 印 嵌 人 时 的 系数 选择 方法 选择 了 (7 中 和 嵌 有 水 印 的 小 波 系 数 (在 不 能 得 到 
原始 图 像 情况 下 ,利用 水 印 藤 人 时 得 到 的 位 置 变换 序列 PI^? (mm) 可 确定 水 印 化 图 像 了 (Gz, 力 中 
骨 有 水 印 的 小 波 系数 ) ,用 Zm) (&—0—1 023, m=0—7) 表示 。 然 后 ,按照 式 (7.4. 26) 提 


取水 印 , 用 WsC&) 表 示 , 对 提取 的 水 印 WCk) 进 行 解密 , 即 可 得 到 提取 的 二 值 水 印 图 像 WS Q0 , 


_ 7 7 
WD = 0, |DA, * S60 |> | M20, * S,G) | 
"t n (7. 4. 26) 


a 7 
WQ) = 1, |D Bm x S,Gm) |> | DB m) * Sm | 
m= Ü m=0 


ATERAZ ED BS 7] ORC 2 3 26 HERK CALI gk Fl BE PE RRR aI E TAT k ED fei 9 t 
行 扩 频 的 伪 随 机 序列 的 能 量 可 提高 水 印 鲁 棒 性 。 如 增加 扩 频 伪 随 机 序列 维 数 可 增加 序列 能 
量 , 从 而 可 提高 水 印 鲁 棒 性 ,但 敌人 水 印 的 信息 量 会 相应 减少 ,可 以 说 ,基于 扩 频 的 水 印 方法 
特别 适合 于 艇 入 信息 量 较 少 的 水 印 ; 当 用 于 艇 入 水 印 的 小 波 系数 在 攻击 中 变化 较 小 时 , 谋 和 人 
水 印 的 鲁 棒 性 越 强 。 


EKBL WH. 小 波 分 析 及 其 在 信号 处 理 中 的 应 用 . 北京 :电子 工业 出 版 
社 ,2005. 
杨 福生 . 小 波 变换 的 工程 分 析 与 应 用 . 北京 :科学 出 版 社 ,1999. 
成 礼 智 , 王 红 霞 , 罗 永 . 小 波 的 理论 与 应 用 . 北京 :科学 出 版 社 ,2004， 
徐 长 发 , 李 国 宽 . 实用 小 波 方法 . 武汉 ;华中 科技 大 学 出 版 社 ,2004. 
周 伟 . MATLAB 小 波 分 析 高 级 技术 . 西安 :西安 电子 科技 大 学 出 版 社 ,2006， 
WEE. 小 波 分 析 及 其 应 用 . 北京 :机 械 工业 出 版 社 ,2005. 
刘 明 才 . 小 波 分 析 及 其 应 用 . 北京 :清华 大 学 出 版 社 ,2005， 
魏 明 果 , 实用 小 波 分 析 . 北京 :北京 理工 大 学 出 版 社 ,2005. 
EGER. EP. 小 波 分 析 及 其 应 用 . 北京 :电子 工业 出 版 社 ,2005. 
REJ. 小 波 分 析 及 其 在 图 像 处 理 中 的 应 用 . 北京 :科学 出 版 社 ,2003. 
李 水 根 , 吴 纪 桃 , 分 形 与 小 波 .北京 :科学 出 版 社 ,2002. 
胡 茂 林 . 空间 和 变换 . 北京 :科学 出 版 社 ,2007. 
唐 晓 初 . 小 波 分 析 及 其 应 用 . 重庆 :重庆 大 学 出 版 社 ,2006. 
杨建国 . 小 波 分 析 及 其 工程 应 用 . 北京 :机械 工 业 出 版 社 ,2005. 
张国华 , 张 文 娟 , 薛 网 翔 . 小 波 分 析 与 应 用 基础 .西安 :西北 工业 大 学 出 版 社 ,2006. 
EEX. 小 波 分 析 算 法 与 应 用 . 西安 ;西安 交通 大 学 出 版 社 ,1998. 
李建平 . 小 波 分 析 信 息 传输 基础 . 北京 :国防 工业 出 版 社 ,2004. 
[法 ]Stphane Mallat. 信和 号 处 理 的 小 波导 引 . 杨 力 华 , 戴 道 清 , 黄 文良 ,等 , 译 . 北 
京 :机 械 工 业 出 版 社 ,2002. 
[Æ ]Dwight F. Mix, Kraig J. Olejniczak. 小 波 基础 及 应 用 教程 . 杨 志 华 , 杨 力 
华 , 译 . 北京 :机 械 工业 出 版 社 ,2006. 
X = fE. 小波 变换 与 工程 应 用 . 北京 :科学 出 版 社 ,2005. 
志 ，, 余 吗 海 .小波 分 析 与 应 用 . 北京 :国防 工业 出 版 社 ,2007. 
刘涛 , 曾 祥 利 , 曾 军 . 实用 小 波 分 析 入 门 . 北京 :国防 工业 出 版 社 ,2006. 
TEX. 小 波 分 析 与 应 用 实例 . 西安 :西安 交通 大 学 出 版 社 ,2006. 
郑 治 真 , 沈 萍 , 杨 选 辉 等 , 小 波 变换 及 其 MATLAB 工具 的 应 用 , 北京 :地 震 出 版 
社 ,2001, 
葛 哲 学 , 沙 威 . 小 波 分 析 理 论 与 MATLAB2007 实现 . 北京 :电子 工业 出 版 
社 ,2007. 
唐 向 宏 , 李 齐 良 . 时 频 分 析 与 小 波 变换 . 北京 :科学 出 版 社 ,2008. 
陈 基 明 . 小 波 分 析 基 础 .上海 :上 海 大 学 出 版 社 ,2002. 
唐 远 炎 , 王 玲 . 小波 分 析 与 文本 文字 识别 . 北京 :科学 出 版 社 ,2004， 
RILE , 郭 汉 伟 . 小 波 与 离散 变换 理论 及 工程 实践 . 北京 :清华 大 学 出 版 社 ,2005. 


参考 文献 >+ 177 ° 


[30] 
[31] 
[32] 


[33] 


[34] 
[35] 


[36] 


[37] 


[38] 


[39] 


[40] 


[41] 


[42] 


[43] 


[44] 


[45] 


[46] 


HRR. 小 波 分 析 理 论 及 工程 应 用 . 长 春 :东北 师范 大 学 出 版 社 2007. 

I. Daubechies, Ten Lectures on wavelet, Capital city press, 1992. 

C. K. Chui and J. -L. Lian, A study of Orthonormal Multi-wavelets Applied 
Number, Math 20,273,1996. 

G. Strang. strela. V, short wavelets and matrix dilation equations. IEEE 
Tran SP. pp 484-496. 1996. 

Strela. V, Multiwavelets: theory and application. php Thesis. 1996. 

J. lebrun, M. Vetterl: Balanced Multiwavelets theory and design. IEEE Trans 
SP. pp 1119-1125. 1998. 

Q. T. Jiang. On the design of multifilter banks and orthonormal multiwave- 
lets bass. IEEE Trans SP. pp 3292-3304. 1998. 

E. Koch and J. Zhao, Toward robust and hidden image copyright labeling, 
Proce. IEEE Workshop Nonlinear Signal and Image Processing, Neos Marmaras, 
Greece, June, pp 452-455,1995. 

A. G. Bors and I. Pitas, Image Watermarking Using DCT Domain Constraints, 
Proc. IEEE Int. Conf. Image Processing, Vol. 3, Lausanne, Switzerland, Sept. 
16-19, pp 231-234,1996. | 

M. D. Swanson, B. Zhu, and A. H. Tewfik, Transparent Robust Image Water- 
marking, Proc. IEEE Int. Conf. Image Processing, Vol. IH:211-214,1996. 

M. Wu, B. Liu, Watermarking for Ima ge Authentication, IEEE International 
Conference on Image Processing , Chicago, IL, USA, vol 2, pp 437-441, 1998. 
S. Burgett, E. Koch, and J. Zhao. Copyright Labelling of Digitized Image Data, 
IEEE Commun. Mag. , Vol. 36, Mar, , pp 94-1000,1998. 

L. J. Cox, J. Kilian, T. Leighton, and T. Shamoon, A secure, Robust Watermark 
for Multimedia, R. J. Anderson, Ed., Information Hiding: First International 
Workshop, lecture Notes in Computer Science, Vol. 1174. Berlin, Germany: 
Springer-Verlag, pp 183-206,1996. 

C. I. Podilehuk and W. Zeng, Digital Image Watermarking Using Visual Mod- 
els, Human Vision and Electronic Imaging II, Vol. 3016, B. E. Rogowitz and 
T. N. Pappas, Eds. San Jose, CA; IS & T and SPIE, pp 100-111,1997. 
Hsu, ChiowTing, Wu, Ja-Ling, Multiresolution Watermarking for Digital Images, 
IEEE 'Iransations on Circuits and Systems Il: Analog and Digital Signal Processing 
V 45 N 8 Aug. 1998:1097-1101. 

Jiwu Huang and Yun Q. Shi, Adaptive Image Watermarking Scheme Based on 
Visual Masking, Electronics Letters, 16* April, pp 748-750,1998. 

+ # 2. 频率 域 图 像 数 字 水 印 技术 的 研究 . 西安 :西安 交通 大 学 博士 学 位 论 
X ,2002. 


178 
[47 ] 


[48 ] 


[49] 


[50] 


[51] 


[52] 
[53] 


[54] 
[55] 


[56] 


Ganzalez R C, Wintz P, Digital image processing, New York; Addison Wesley 
Publishing Co. , 1987. 

Kundui D, Hatzinakos D. Digital Watermarking for Tellete Tamper Proofing 
and Authentication, Proc, IEEE, 87(7), pp 1167-1087. 1999. 

Xia X, Boncelet C G, Arce G R. Wavelet Transform Based Watermark for digital 
images. Optics Express, 3(12), pp 497-511. 1998. 

Young-Sik Kim, O-Hyung Kwon, Rae-Hong Park, Wavelet Based Watermarking 
Method for Digital Images Using the Human Visual System, Electronics Letters, 
Vol. 35, No. 6, 18the March, pp 466-468. 1999, 

梅 时 春 , 不 可 见 鲁 棒 数 字 图 像 水 印 方法 及 反攻 击 对 策 的 研究 . 西安 :西安 交通 大 
学 博士 学 位 论文 ,2002. 

纪 越 峰 . 现代 通信 技术 . 北京 :北京 邮电 大 学 出 版 社 ,2002. 

Albert Boggess, Francis J. Narcowich. 小 波 与 傅 里 叶 分 析 基 础 , P3 El WE, Be fi, 
等 , 译 .北京 :电子 工业 出 版 社 ,2004. 

赵 饥 , 王 宗 花 . 小 波 变 换 及 其 在 分 析 化 学 中 的 应 用 .北京 :地 质 出 版 社 ,2000. 

杨 娜 娟 . 基于 支持 向 量 机 的 视频 火焰 探测 技术 研究 . 西安 :西安 建筑 科技 大 学 硕 
士 学 位 论文 ,2010. 

历 谨 . 图 像 型 火灾 探测 技术 的 研究 . 西安 :西安 建筑 科技 大 学 硕士 学 位 论文 ,2010. 


[General Infornati on] 


= 
= 
-178 

SS] 212749002 
DX] = 


-2011. 01 


= 


1. 1 


1. 1. 1 


1.1. 


Banachi 


1.13 


1.1.4 


1. 2. 1 


1.2. 


1.2.3 


124 


1.2. 5 


1.3 


1. 3. 1 


1.3. 


1.4 


1.4. 1 


1.4. 


1.5 


1.5. 1 


1. 5. 


1.5.3 


1.5.4 


1.5.5 


1.6 


2. 2. 1 


2.2. 


2. 3. 1 


2.3. 


Rei sz 


3.3 


3.4 


3. 4. 1 


3. 4. 


3.4.3 


3. 4. 4 


4.5 


4.6 


4. 8 


5. 1| 


6. 1| 


6.3 


MNLAH 


Bp 


7.1 


7.3 


7.4 


